
Предисловие 

В предлагаемом учебном пособии приводятся основные све-

дения из курса аналитической механики по уравнениям Ла-

гранжа и Гамильтона. Перечень рассматриваемых здесь вопро-

сов и объем излагаемого материала соответствует программе 

курса теоретической механики МФТИ.  

В целях компактного изложения материала используется 

матричный математический аппарат. Для удобства читателя 

необходимые сведения из матричного анализа приведены в 

первом (вспомогательном) параграфе пособия.  

Основные методические отличия данного пособия от других 

учебников состоят в следующем.  

В разделе «уравнения Гамильтона» большое внимание уде-

лено вопросу о понижении порядка гамильтоновой системы 

при наличии первых интегралов. Помимо циклических первых 

интегралов приводятся примеры других первых интегралов, 

позволяющих понизить порядок системы на две единицы.  

Теорема Лиувилля об интегрируемых системах доказана в 

двух вариантах: сначала с позиций канонических уравнений 

Гамильтона, а затем с позиций уравнения Гамильтона-Якоби. 

Существенно отличается от традиционного изложение раз-

дела «канонические преобразования». Здесь критерий канонич-

ности преобразований выводится непосредственно из опреде-

ления. При этом сначала доказывается локальный критерий ка-

ноничности, а затем критерий каноничности в терминах произ-

водящих функций. Интегральные инварианты Пуанкаре и Пу-

анкаре-Картана гамильтоновых систем рассматриваются от-

дельно и для вывода критерия каноничности не используются. 
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§1. Элементы матричного анализа  

Этот параграф носит вспомогательный характер. Здесь при-

водятся матричные формы записи правил дифференцирования 

векторных функций по векторному аргументу, а также теорема 

об условиях интегрируемости, часто используемая в различных 

разделах аналитической механики.  

Векторы в n -мерном пространстве задаются своими компо-

нентами в некотором базисе этого пространства и записывают-

ся либо в виде вектора-столбца, либо в виде вектора-строки, 

следующим образом:   
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Здесь символ «Т» означает знак транспонирования. 

Всюду далее, рассматривая различные векторные функции 

векторных аргументов, будем предполагать, что эти функции 

достаточно гладкие, так что все вычисляемые производные су-

ществуют и непрерывны. 

Пусть )(xf  – n -мерная вектор-функция m -мерного вектора 

x . Для таких функций определяются две операции дифферен-

цирования: 

1º. Производная от вектора-столбца f  по вектору-строке Tx , 

представляющая собой матрицу частных производных размера 

mn  (матрицу Якоби преобразования вектора x  в вектор f ): 
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2º. Производная от вектора-строки Tf  по вектору-столбцу x  

– матрица частных производных размера nm , транспониро-

ванная к матрице (1): 
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Для скалярных функций производная (1) будет вектором-

строкой, а производная (2) – вектором-столбцом. 

Первый дифференциал функции )(xf  можно записать либо 

в виде вектора-столбца, либо в виде вектора-строки, следую-

щим образом:  
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На основании этих формул можно найти выражение для произ-

водной от любой функции векторного аргумента, вычислив 

дифференциал функции. Из этих формул, в частности, следует 

E
x

x

x

x










T

T

, 

где E  – единичная матрица. 

Производные от сложных функций. Пусть задана вектор-

функция ))(( xyf  и требуется вычислить производную Txf  . 

Записывая с помощью формул (3) первый дифференциал функ-

ции ))(( xyf , получим 

x
x

f
x

x

y

y

f
y

y

f
f dddd

TTTT 
















 . 

Отсюда находим 
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Вторая из формул (4) получается транспонированием первой.  

Производные обратных функций. Пусть )(xyy   и )(yxx    

– прямая и обратная функции, где x  и y  – векторы одинаковой 

размерности. На основании (3) имеем 
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Отсюда следует 
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В случае, когда связь между переменными x  и y  задана 

векторным уравнением неявного вида 0),( yxf , матрица про-

изводных Txy   находится из уравнения, получаемого диф-

ференцированием тождества 0))(,( xyxf  по переменной x , и 

определяется формулой 
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Попутно заметим, что по теореме о неявных функциях урав-

нение 0),( yxf  разрешимо относительно y , если 

0)det(  Tyf . 

Производные от линейных форм. Пусть )()( xAfxy  , где A  

– постоянная матрица (не зависит от x ), число столбцов кото-

рой совпадает с размерностью вектора f . В этом случае имеем 
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Для линейных функций Axy   формулы (6) принимают вид 
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Производные от билинейных форм. Пусть fAgx Tz )( , где 

A  – постоянная матрица, у которой число столбцов совпадает 

с размерностью вектора )(xf , а число строк – с размерностью 

вектора )(xg . Используя формулы (3) и учитывая, что )(xz  – 

скалярная функция, получим для ее первого дифференциала 

следующее выражение:  
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Отсюда следует искомая формула для производной билинейной 

формы:  
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Для квадратичных форм получим 
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а в случае, когда A  – симметрическая матрица, будем иметь 
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Для скалярных функций )(xF  векторного аргумента опре-

деляются матрицы вторых производных следующим образом: 
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Для матрицы вторых производных от квадратичной формы 

AxxT  получаем при учете формул (8) и (6) следующее выраже-

ние: 
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Отметим известное из анализа свойство симметричности 

матрицы вторых производных функции )(xF , которое записы-

вается в виде 
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и означает перестановочность операций дифференцирования 

скалярной функции по разным скалярным переменным. 

Отметим также, что для векторных функций ),( txf , где t  

скалярный аргумент, перестановочны операции x  и t , 

т.е. 

)()(
tt TT 














 f

xx

f
.                                                        (12)        

Это равенство вытекает из свойства (11), поскольку 
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При вычислении производных по векторному аргументу x  

от векторной функции )()()( xfxAxy  , или скалярной функции 

fxAgx )()( Tz  , где матрица A  зависит от переменной x , воз-

никает проблема определить понятие производной xA   от 

матрицы по вектору и правило умножения этой производной на 

другие объекты. Существующие определения этих производ-

ных в виде плоских матриц [6] не совсем удобны по той при-

чине, что при вычислении производных от функций указанного 
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выше вида используются одни правила умножения таких мат-

риц на вектор, а при вычислении дифференциалов – другие.  

Но правила дифференцирования указанных выше векторных 

и скалярных функций можно получить, не используя понятие 

производной от матрицы по вектору. Применяя правила диф-

ференцирования по отдельным координатам,  будем иметь 
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В векторно-матричной форме соотношения (13) записыва-

ются следующим образом: 



























f

A
f

A

x

f
A

x

Af

n
TT xx


1

)(
.                                        (15) 

Эта производная представляет собой матрицу размера nm  

( m  – число строк матрицы A ), где первое слагаемое есть про-

изводная (6) от линейной формы Af , вычисленная при посто-

янной матрице A , а второе слагаемое трактуется как произ-

водная от вектора Af  при постоянном f . 

Векторно-матричная запись для соотношений (14) имеет вид 
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Эта производная представляет собой вектор-столбец, причем 

первые два слагаемых есть производная (7) от билинейной 

формы AfgT , вычисленная при постоянной матрице A , а по-



 10 

следнее слагаемое трактуется как производная скаляра AfgT  

при постоянных f  и g . 

В заключение данного параграфа приведем известную из 

анализа теорему об условиях интегрируемости (условиях по-

тенциальности векторного поля). В этой теореме ),( uxf  – за-

данная векторная функция векторных переменных x  и u , при-

чем размерности векторов f  и x  одинаковы.  

Теорема 1.1. Для того, чтобы существовала скалярная 

функция ),( uxΦ , удовлетворяющая уравнению 
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необходимо и достаточно, чтобы матрица Txf   была сим-

метрической, т.е.  
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При этих условиях решение уравнения (17) определяется с 

точностью до аддитивной функции )(u  формулой 

 dΦ T ),(),(
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uxfxux  .                                                       (19) 

Равенство (17) можно заменить эквивалентным условием: 

дифференциальная форма ),( uxfxTd  является дифференциа-

лом функции ),( uxΦ  по переменной x , т.е. 

)(),( xxuxfx
x

 ΦdΦdd TT .                                         (17*)   

Необходимость условия (18) доказывается легко. Если 

функция ),( uxΦ  существует, то равенство (18) следует из 

уравнения (17) при учете свойства (11).  

Достаточность. Покажем, что при выполнении условия 

(18) функция (19) удовлетворяет уравнению (17). Производная 
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от функции (19) определяется на основании формулы (7) сле-

дующим выражением: 
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В свою очередь, вводя обозначение xy  , и используя фор-

мулы (4) для производных от сложных функций, получаем 
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.                             

Подставляя эти выражения в (20) и учитывая, что 

),()],([)],([
1

0

1

0
uxfuxfuxf 



 


d , 

будем иметь 

 d
Φ

T

T
x

y

uyf

y

uyf
uxf

x
 






















1

0

),(),(
),( .                             

Отсюда следует, что при выполнении условия (18) функция 

(19) удовлетворяет уравнению (17). Теорема доказана. 

Теорема 1.1 содержательна тем, что она не только определя-

ет условия существования решения ),( uxΦ , но и дает явную 

формулу для этого решения. 
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§2. Уравнения Лагранжа 

2.1. Механические связи и их классификация 

Рассмотрим систему из N  материальных точек, движущих-

ся в некоторой декартовой прямоугольной системе координат. 

Положение каждой j -ой точки определяется в этой системе 

отсчета радиусом-вектором 
j

r  с тремя декартовыми координа-

тами 
jjj

zyx ,, , а положение всей системы – набором из NS 3  

координат S -мерного вектора R , составленного из координат 

всех материальных точек системы:   




































SN
R

R



11

r

r

R ;    
NNN

T zyxzyx ,,...,,,,
111

R .                 (1)  

Если на возможные положения R  и скорости R  системы не 

наложено никаких ограничений, то система называется свобод-

ной. В противном случае говорят, что на систему наложены ме-

ханические связи. 

Определение. Механическими связями называется ограни-

чения на положения R  и скорости R  системы, которые вы-

полняются при любых действующих в системе силах. 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только удержи-

вающих (двухсторонних) связей. Для таких связей ограничения 

на положения и скорости системы аналитически выражаются в 

виде равенств 

mktf
k

,...,1;0),,( RR .                                                    (2) 

Удерживающие связи (2) называются конечными (геомет-

рическими), если они задают ограничения только на положения 

системы, т.е. уравнения связей имеют вид 

mktf
k

,...,1;0),( R .                                                          (3) 
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Если же в уравнение связи входят скорости R , то связь 

называется дифференциальной (кинематической).  

Отметим [2], что все известные примеры дифференциальных 

механических связей характеризуются линейной зависимостью 

от скоростей R , т.е. выражаются уравнениями вида  

0
1

 


bRabf
i

S

i
i

T Ra ,                                                (4) 

где ),( tRaa  – S -мерная вектор-функция, а ),( tbb R – ска-

лярная функция переменных t,R . Почленным умножением на 

dt  уравнение (4) приводится к дифференциальной форме: 

0
1

 


bdtdRabdtd
i

S

i
i

T Ra .                                              (5)      

Связь называется стационарной (склерономной), если в 

уравнение этой связи не входит время t . В противном случае 

связь называется нестационарной (реономной). 

Дифференциальная связь (4) называется интегрируемой, ес-

ли она представима в виде эквивалентной конечной связи  

0),(  ctF R ,                                                                        (6) 

где c  – константа интегрирования. Под эквивалентностью 

связей (4) и (6) при этом понимается, что уравнение 

0










t

FF
F

T
R

R
 ,                                                             (7)                       

получаемое дифференцированием уравнения (6) по времени, 

эквивалентно уравнению (4), т.е. в каждый момент времени 

уравнениями (4) и (7) описывается одно и то же множество 

},{ RR   состояний системы. Отметим, что тождественное сов-

падение уравнений (4) и (7) является только достаточным усло-

вием их эквивалентности. 

Ввиду произвольности константы c  интегрируемая кинема-

тическая связь эквивалентна семейству конечных связей (6). Но 
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каждому отдельному значению константы c  соответствует 

единственная конечная связь. Поскольку значение константы c  

однозначно определяется начальными условиями 
00

,tR  в виде 

),(
00

tFc R , то задание этих начальных условий фактически 

превращает интегрируемую кинематическую связь в конкрет-

ную конечную связь. 

Остановимся на вопросе об условиях интегрируемости ки-

нематических связей. 

Определим сначала достаточные условия интегрируемости 

связи (4), рассматривая случай, когда эквивалентность уравне-

ний (4) и (7) обусловлена их тождественным совпадением, т.е. 

b
t

FF T

T










RaR

R
 .                                                          (8)                       

Ввиду произвольности R  тождество (8) выполняется только в 

случае, если функция ),( tF R , удовлетворяет уравнениям 

a
R




F
, b

t

F





.                                                                     (9)   

Поэтому на основании теоремы 1.1 об условиях интегрируемо-

сти получаем следующее достаточное условие интегрируемо-

сти кинематической связи: 

Для того, чтобы связь (4) была интегрируемой, достаточ-

но, чтобы матрица 



































t

bb

t

T

T

R

a

R

a

Φ                                                                      (10) 

была симметрической, т.е. TΦΦ  . 

Необходимые условия интегрируемости связи (4) имеют 

существенно более сложный вид и здесь не приводятся. Но во 

многих конкретных примерах вопрос об интегрируемости ки-

нематической связи можно решить, исходя непосредственно из 
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определения. Например, в некоторых случаях, предположив 

сначала, что связь интегрируема, удается либо доказать, что 

функции F , дающей уравнение (7), эквивалентное уравнению 

(4), не существует, либо найти F  в явном виде. Можно вос-

пользоваться также следующими соображениями. В случае ин-

тегрируемой связи в каждый момент времени различные поло-

жения системы 
0

R  и 
1

R  связаны некоторым уравнением 

ctFtF  ),(),(
10

RR ,                                                         (11)                                                             

т.е. не могут быть произвольными. Следовательно, отсутствие 

какой либо зависимости вида (11) между допустимыми поло-

жениями системы в один и тот же момент времени является 

признаком неинтегрируемости связи. Поэтому, если, например, 

рассматриваемая связь такова, что уравнение 0Ra T , получа-

емое из уравнения (5) при 0dt  (при фиксированном време-

ни), допускает перемещение системы из любого положения 
0

R  

в произвольное положение 
1

R , то эта связь неинтегрируемая.   

Простейшим примером интегрируемой кинематической свя-

зи является ограничение, описывающее плоское качение колеса 

по прямой дороге без скольжения. Эта связь описывается урав-

нением 0  Rx , где x  – координата центра колеса,   – угол 

поворота колеса, R  – радиус колеса. Эта связь представима в 

эквивалентном конечном виде cRx   , а значение констан-

ты интегрирования c  зависит в данном случае от того, с каки-

ми значениями 
00

,x  поставлено колесо на дорогу. 

 Кинематическая связь 0)(  yxyxt   тоже интегриру-

ема. Ей соответствует эквивалентная конечная связь 

0)(  cyxt . 

В предыдущих примерах связи удовлетворяли достаточным 

условиям интегрируемости. В следующем примере связь 

0 yxyx   этим условиям не удовлетворяет, поскольку, 

как нетрудно убедиться, матрица (10) не является симметриче-
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ской. Тем не менее, эта связь интегрируема. Ей соответствует 

эквивалентная конечная связь 0ln  ctyx . 

Способ доказательства неинтегрируемости кинематических 

связей проиллюстрируем на примере связи 0 xy . Предпо-

ложим, что эта связь интегрируема, т.е. существует функция 

),,( tyxF , такая, что уравнение   

0














t

F
y

y

F
x

x

F                                                              (12) 

эквивалентно уравнению 0 xy . Если указанные уравнения 

эквивалентны, то подстановка выражения xy   в уравнение 

(12) должна обращать это уравнение в тождество, т.е. 

0














t

F
x

y

F
x

x

F  . 

Отсюда ввиду произвольности x  следуют равенства 

0




x

F
,    0











t

F
x

y

F
. 

Первое из этих равенств показывает, что функция F  не зависит 

от x . Вследствие этого второе тождество может выполняться 

при любых значениях x  только в случае, если 0 yF , 

0 tF . Таким образом, функция F  не зависит от перемен-

ных tyx ,, , т.е. является тождественной постоянной. Но такая 

«функция» не задает никаких ограничений на положения си-

стемы. Следовательно, предположение об интегрируемости 

связи 0 xy  противоречит определению интегрируемости.  

Связь 0cossin   yx  , описывающая ограничение на 

движение конька по льду, неинтегрируемая. Это можно дока-

зать разными способами [2, 3], в частности, показав, что урав-

нение 0cossin   yx  допускает перемещение из любой 

точки },,{
000

yx  в произвольную точку },,{
111
yx .  
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Аналогичным образом можно показать, что в задаче о дви-

жении шара по горизонтальной плоскости ограничения, описы-

вающие условия качение шара без скольжения, представляют 

собой неинтегрируемые кинематические связи. 

Все конечные и интегрируемые кинематические связи назы-

ваются голономными, а все остальные связи – неголономными. 

В свою очередь, системы без связей и системы, на которые 

наложены только голономные связи, называются голономны-

ми, а при наличии хотя бы одной неголономной связи – неголо-

номными. 

Числом степеней свободы механической системы называет-

ся разность между размерностью S  вектора R , задающего по-

ложение системы без связей, и числом m  независимых связей, 

наложенных на систему: 

mSn  .                                                                              (13) 

Если все m  связей голономны, т.е. выражаются в конечном 

виде (3) или (6), то из уравнений этих связей можно выразить 

m  переменных 
i

R  через остальные n  переменных 
k

R , рас-

сматриваемых как независимые, и время t . Вследствие этого 

положение голономной системы в каждый момент времени бу-

дет однозначно определяться значениями n  переменных. 

В качестве независимых переменных не обязательно выби-

рать именно компоненты вектора R . Произвольный набор из 

n  независимых переменных )..,,,(
21 n

T qqqq , через которые 

однозначными функциями 

),( tqRR                                                                              (14)      

определяется положение системы в любой заданный момент 

времени, будем называть обобщенными координатами голо-

номной системы. 

Введение независимых переменных, однозначно определя-

ющих положение системы в виде (14), называется параметри-

зацией механической системы. Под независимостью перемен-

ных подразумевается, что в каждый момент времени разным 
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значениям вектора q  отвечают разные положения системы. В 

этом случае ввиду однозначности функций (14) между положе-

ниями системы и значениями вектора q  имеется взаимно одно-

значное соответствие. Если такое соответствие имеет место для 

всех возможных положений системы, то параметризация назы-

вается глобальной.  В практических задачах достаточно, чтобы 

выбор независимых переменных удовлетворял условиям ло-

кальной параметризации, т.е. когда взаимно однозначное соот-

ветствие между R  и q  требуется не всюду, а только в некото-

рой окрестности каждого положения системы. Условия ло-

кальной параметризации формулируются следующим образом: 

Для любого положения системы любая вариация вектора q  

приводит к изменению положения системы в данный момент 

времени, т.е. 

0)(0 



 q

q

R
qRq ddd

T
 .                                            (15)   

Здесь R  – изохронный дифференциал функции ),( tqR . 

В дальнейшем будем полагать, что выбор обобщенных ко-

ординат удовлетворяет условиям (15) локальной параметриза-

ции. 

Таким образом, для голономной системы число степеней 

свободы равно числу независимых обобщенных координат, од-

нозначно определяющих положение системы в любой заданный 

момент времени. Неголономные системы указанным свой-

ством не обладают. И это принципиальное различие между го-

лономными и неголономными системами приводит в итоге к 

тому, что для голономных систем можно написать уравнения 

движения в независимых координатах, число которых равно 

числу степеней свободы системы, а для неголономных – нет. 

В классической механике рассматриваются системы с ко-

нечным числом степеней свободы. Это, однако, не означает, 

что рассматриваемые системы состоят из конечного числа ма-

териальных точек. Все выше изложенное легко обобщается и 

на случаи, когда исследуемые системы содержат твердые тела. 
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Для этого нужно лишь определить правила вычисления числа 

степеней свободы и способы задания положения твердых тел. 

Твердое тело представляет собой систему из бесконечного 

числа точек с бесконечным числом связей. При этом все эти 

связи являются голономными. Они задаются уравнениями 

const)( 2 
ijji

crr , описывающими неизменность расстояния 

между любой парой точек в теле. Из курса динамики твердого 

тела [5] известно, что в силу этих связей положение твердого 

тела можно задать шестью независимыми переменными, 

например, тремя координатами 
ccc

zyx ,,  некоторого полюса C , 

выбранного в теле, и тремя углами Эйлера  ,, , задающими 

ориентацию связанного с телом базиса по отношению к непо-

движному базису. Через эти переменные однозначно определя-

ется положение каждой точки тела.  

Таким образом, в общем случае твердое тело имеет шесть 

степеней свободы. Если же тело вырожденное, т.е. представля-

ет собой систему точек, лежащих на одной прямой, то оно име-

ет пять степеней свободы (его положение можно определить 

пятью переменными 
ccc

zyx ,, ,  , ).  

В дальнейшем будем считать, что связи 

const)( 2 
ijji

crr , определяющие твердые тела, уже учтены, 

так что положение каждого тела, входящего в механическую 

систему, задается некоторым набором из шести (или пяти) пе-

ременных. При этом под компонентами  
S

RR ...,,
1

 вектора R , 

определяющего положение системы без связей, будем подра-

зумевать совокупность переменных, задающих положение всех 

тел и всех отдельных точек механической системы. Число n  

степеней свободы такой системы будет определяться той же 

формулой (13), а в случае голономных связей также можно вы-

брать n  обобщенных координат, задающих параметризацию 

системы в виде (14), удовлетворяющую условиям (15).  
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2.2. Общее уравнение динамики 

Рассмотрим произвольную механическую систему, положе-

ние которой в выбранной системе отсчета задается S -мерным 

вектором R . Будем считать известными зависимости 

)(Rrr
jj

 ,                                                                            (16) 

которыми определяется положение 
j

r  каждой материальной 

точки системы через вектор R . Если система состоит из ко-

нечного числа отдельных материальных точек, то компоненты 

вектора R  можно отождествить согласно (1) с совокупностью 

декартовых координат этих точек. Если же система включает 

твердые тела, то положение каждой точки каждого тела тоже 

будет однозначно определяться конкретной функций вида (16) 

через те из компонент вектора R , которые задают положение 

этого тела. 

Пусть на рассматриваемую систему наложены p  конечных 

связей 

pktf
k

,...,1;0),( R                                                          (17) 

и d  дифференциальных связей вида (4) 

dibRab
i

S

ii
T
ii

,...,1;0
1

 






 Ra .                         (18) 

Заменяя уравнения (17) эквивалентными дифференциальными 

равенствами и умножая почленно уравнения (18) на dt , полу-

чим систему уравнений 

.,...,1;0

,,...,1;0

didtbd

pkdt
t

f
d

f

i
T
i

k

T

k













Ra

R
R                                           (19) 

Множество всех решений )(dtdR  системы (19) называется 

множеством возможных перемещений механической системы. 
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Для любого фиксированного значения dt  размерность этого 

множества равна числу степеней свободы системы 

dpSn  .  

Важнейшим в механике систем со связями является понятие 

виртуальных перемещений. Виртуальные перемещения систе-

мы определяются как множество всех решений R  системы 

уравнений 

),...,1(0),,...,1(0 dipk
f

T
iT

k 



RaR

R
 ,                 (20) 

получаемой из (19) при 0dt , и трактуются как перемещения, 

допускаемые связями, при «замороженном» времени. Размер-

ность множества виртуальных перемещений также совпадает с 

числом степеней свободы системы. Если все конечные связи 

стационарны, а во всех кинематических связях 0
i

b , то вирту-

альные перемещения совпадают с возможными. 

Возможные и виртуальные перемещения материальных то-

чек системы выражаются через Rd  и R  вытекающими из (16) 

соотношениями 

R
R

r
r dd

T

j

j 


 ,      R

R

r
r 

T

j

j 


 .                                         (21) 

При выводе законов движения произвольной механической 

системы используются элементарные законы, описывающие 

движение ее материальных точек, т.е. законы Ньютона.  

В инерциальной системе отсчета движение каждой матери-

альной точки механической системы описывается уравнением  

jjjj
m NFr  .                                                                     (22) 

Здесь результирующая сила, действующая на точку, разделена 

на две части. Первое слагаемое 
j

F  называется активной силой 

и определяется как сила, действующая на точку при отсутствии 

связей в системе. Второе слагаемое 
j

N  называется реакцией 
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связи. Это дополнительные силы, которые возникают при 

наложении на систему механических связей. Активные силы 

j
F  представляют собой заранее известные функции времени, 

положения и скоростей механической системы, а реакции свя-

зей 
j

N  являются неизвестными в уравнениях (22).  

Если заданы только связи (17), (18) и ничего неизвестно о 

характере реакций, вызываемых этими связями, то задача опре-

деления движения механической по заданным активным силам 

оказывается неопределенной (для системы из N  материальных 

точек число dpN 3  скалярных уравнений (17), (18), (22) 

меньше числа N6  неизвестных 
N

rr ,...,
1

, 
N

NN ,...,
1

). Задача 

становится полностью определенной, если рассмотрение огра-

ничить случаем идеальных связей.  

Определение. Связи называются идеальными, если суммар-

ная работа реакций этих связей на любом виртуальном пере-

мещении системы равна нулю, т.е. 

0
j

j
T
j

rN  .                                                                         (23) 

Здесь суммирование ведется по всем материальным точкам си-

стемы. 

Во многих практических примерах условие (23) обеспечива-

ется за счет ортогональности реакций связи к множеству вир-

туальных перемещений системы. Таким примером являются 

задача о движении точки по неподвижной или движущейся по 

заранее известному закону гладкой поверхности. В обоих слу-

чаях действующая на точку реакция гладкой поверхности нор-

мальна к плоскости виртуальных перемещений точки.  

Свободное твердое тело представляет собой систему мате-

риальных точек с идеальными связями. Реакции связей в этом 

случае являются внутренними силами, а сами связи таковы, что 

работа этих сил на любом перемещении тела равна нулю. 

Система твердых тел, соединенных идеальными шарнирами 

(при вращении одного тела относительно другого отсутствует 
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момент сил трения в шарнире) является системой с идеальными 

связями. 

Твердое тело, катящееся по неподвижной или движущейся 

по заранее известному закону поверхности без скольжения, 

тоже есть система с идеальными связями. В этой задаче реак-

ция, действующая на тело со стороны поверхности, приложена 

в точке контакта, виртуальное перемещение которой равно ну-

лю. 

Два тела, катящиеся друг по другу без скольжения, тоже об-

разуют систему с идеальными связями. Действующие в точке 

контакта тел реакции подчиняются третьему закону Ньютона 

2112
NN  , а виртуальные перемещения контактирующих то-

чек одинаковы. Поэтому суммарная работа этих сил равна ну-

лю. 

В приведенных примерах показаны системы, движение ко-

торых характеризуется отсутствием трения скольжения. В свя-

зи с этим идеальные связи часто называют связями без трения.  

Понятие идеальных связей применимо и к системам с тре-

нием. Во многих задачах силы трения могут быть определены 

на основе экспериментальных законов трения и отнесены к ак-

тивным силам. Тогда оставшиеся составляющие реакций связей 

будут удовлетворять условию (23), и, следовательно, связи 

можно считать идеальными.  

Далее всюду будем полагать, что наложенные на систему 

связи идеальны. Из условия идеальности связей (23) и уравне-

ний (22) получаем следующее уравнение, называемое общим 

уравнением динамики: 

0)( 
j

j
T

jjj
m rrF  .                                                          (24) 

Примечательно, что в этом уравнении отсутствуют реакции 

связей. Это уравнение утверждает, что для любого совместимо-

го со связями движения системы сумма работ активных сил 

j
F  и сил инерции )(

jj
m r  на любом виртуальном перемещении 

системы равна нулю. 
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2.3. Уравнения Лагранжа 2-го рода  

Рассмотрим голономную систему с идеальными связями, 

движущуюся в некоторой инерциальной системе отсчета. Для 

такой системы, как было показано выше, можно выбрать обоб-

щенные координаты 
n

qqq ..,,,
21

 в количестве, равном числу 

степеней свободы системы, которые будут задавать параметри-

зацию системы в виде (14). На основании равенств (16) поло-

жения материальных точек системы тоже будут выражаться 

через q  и t  конкретными зависимостями 

),( t
jj

qrr  .                                                                          (25) 

Дифференцируя равенства (25) по времени, получим 

 
t

q
qt

j
n

s
s

s

jj

T

j

j 

















 



rrr
q

q

r
r

1

 .                                     (26) 

Отсюда  вытекают следующие тождества: 

k

j

k

j

qq 






 rr




.                                                                            (27) 

Обратим внимание, что здесь и далее при вычислении част-

ных производных 
k

qf   и 
k

qf   от функций ),,( tf qq   коор-

динаты 
k

q  и скорости 
k

q  следует рассматривать как независи-

мые переменные. 

Сопоставляя следующие два соотношения 

tq
q

qqq
k

j
n

s
s

sk

j

k

j

















rrr 2

1

2




,   

k

j
n

s
s

ks

j

k

j

qt
q

qqqdt

d






























rrr 2

1

2

                                                              

получаем вторую группу тождеств: 

k

j

k

j

qqdt

d





















 rr 
.                                                                   (28) 
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Тождества (28) означают перестановочность операций вы-

числения полной производной по времени и частной производ-

ной по координате.  

Обратимся теперь к общему уравнению динамики (24). 

Предварительно покажем, что виртуальные перемещения мате-

риальных точек системы представляют собой изохронные диф-

ференциалы функций (25), т.е. выражаются в виде 


 









n

s
s

s

j

T

j

j
dq

q
d

1

r
q

q

r
r .                                                   (29)       

Учитывая, что функции (14) ),( tqRR  , будучи подставле-

ны в уравнения голономных связей 0),( tf
k

R , должны обра-

щать эти уравнения в тождества, получим 

mkttf
k

,...,1;0)),,(( qR . 

Дифференцируя эти тождества, будем иметь 

mkdt
t

f

t

f
d

f
k

T

k

TT

k ,...,1;0 




























 R

R
q

q

R

R
.              (30) 

Отсюда, ввиду того, что qd  и dt  независимы, следует  

mk
f

d
f

T

k

TT

k ,...,1;0 












R

R
q

q

R

R
 ,                               (31)  

т.е. изохронные дифференциалы qqRR dT )(   функций 

),( tqRR   подчиняются тем же самым уравнениям (20), что и 

виртуальные перемещения голономной системы. Учитывая со-

отношения (21), получаем для виртуальных перемещений ма-

териальных точек выражения 

q
q

r
q

q

R

R

r
r dd

T

j

TT

j

j 











 , 

полностью совпадающие с выражениями (29). 
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Подставляя выражения (29) в общее уравнение динамики 

(24), получим 

0)(
1


















 


k

n

k j k

jT
jjj

dq
q

m
r

rF  .                                         (32) 

Ввиду того, что вариации 
n

dqdq ,...,
1

 независимы, уравнение 

(32) эквивалентно системе из n  уравнений 

nk
qq

m
j k

jT
j

j k

jT
jj

,...,1; 










r
F

r
r .                                  (33)   

Выразим ускорения каждой материальной точки через ее 

кинетическую энергию 2
j

T
jjj

mT rr   с помощью формулы  

 

j

j

jj

T

dt

d
m

r
r







 .                                                                      (34)                                   

Учитывая тождества (27) и (28), преобразуем левые части 

уравнений (33)  следующим образом: 

.
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       (35)      

Здесь 
j

j
TT  – суммарная кинетическая энергия системы. 

Соотношение (35) позволяет записать уравнения (33) в виде 

nkQ
q

T

q

T

dt

d
k

kk

,...,1; 










.                                             (36)             

Здесь через 
k

Q  обозначены правые части уравнений (33), назы-

ваемые обобщенными силами: 
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nk
q

Q
j k

jT
jk

,...,1; 





r
F .                                                  (37) 

Уравнения (36) носят название уравнений Лагранжа второ-

го рода. Они представляют собой систему из n  уравнений вто-

рого порядка для n  обобщенных координат 
n

qq ...,,
1

. Второй 

порядок уравнений (36) обусловлен тем, что в левую часть этих 

уравнений помимо t , q  и q  обязательно входят вторые произ-

водные по времени от обобщенных координат, т.е. обобщенные 

ускорения q . Обобщенные силы, стоящие в правых частях 

уравнений, могут зависеть только от t , q  и q  (в классической 

механике случаи, когда силы зависят от ускорений, не рассмат-

риваются). 

Уравнения Лагранжа (36) можно записать также в вектор-

ном виде 

j
j

T
jTT

dt

d
F

q

r
Q

qq

















,                                                  (38) 

где Q  – n -мерный вектор-столбец обобщенных сил. Левая 

часть уравнений Лагранжа представляет собой результат дей-

ствия на функцию ),,( tT qq  дифференциального оператора 

Эйлера: 

qq 








dt

d
. 

Алгоритм составления уравнений Лагранжа сравнительно 

простой. Нужно сначала выбрать независимые обобщенные 

координаты q  и выразить кинетическую энергию системы в 

виде ),,( tTT qq . После выполнения всех требуемых операций 

дифференцирования получается конкретный вид левых частей 

уравнений (36). Обобщенные силы вычисляются по формулам 

(37). При этом, учитывая определение частных производных, 

эти формулы можно переписать в виде 
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k

k

k

j
kj

T
j

k dq

dqA

dq

dq

Q
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





 rF

.                                           (37*)      

Здесь )(
k

dqA  – работа активных сил на виртуальном переме-

щении системы, обусловленном изменением координаты 
k

q  на 

величину 
k

dq . 

 Обобщенные силы ).( tqQ  называются потенциальными, ес-

ли существует скалярная функция ),( tΠ q  (потенциальная 

энергия), такая, что 

q
qQ





Π

t).( .                                                                       (39) 

В силу теоремы об условиях интегрируемости критерием 

потенциальности обобщенных сил является симметричность 

матрицы qQ  T , т.е. условие 

T

T

q

Q

q

Q









.                                                                          (40) 

Отметим, что если все активные силы 
j

F  потенциальны, т.е. 

),...,,(
1

tΠ
N

rr , такая, что 
jj

Π rF  , то потенциальными 

будут и обобщенные силы, поскольку в этом случае будем 

иметь 

qrq

r
F

q

r
Q


















 

ΠΠ

j j

T
j

j
j

T
j

. 

Обобщенные силы  ),,( tqqQ   называются обобщенно потен-

циальными, если существует скалярная функция ),,( tV qq   

(обобщенный потенциал), такая, что 

qq
qqQ











VV

dt

d
t


 ),,( .                                                       (41) 



 29 

Если обобщенные силы потенциальны или обобщенно по-

тенциальны, то имеется возможность записать уравнения Ла-

гранжа в наиболее компактной форме. Для этого используется 

функция Лагранжа (лагранжиан) L . В случае потенциальных 

сил лагранжиан определяется формулой 

ΠTL  ,                                                                             (42) 

а в случае обобщенно потенциальных сил – формулой: 

VTL  .                                                                              (43)      

С помощью этой функции уравнения Лагранжа записываются в 

виде 

0









qq

LL

dt

d


.                                                                     (44) 

В дальнейшем механические системы, описываемые урав-

нениями Лагранжа вида (44), будем называть лагранжевыми 

системами. Примечательно, что уравнения движения, а, следо-

вательно, и все свойства лагранжевых систем, определяются 

одной функцией – лагранжианом ),,( tL qq  . 

Обратим внимание, что выше была изложена процедура со-

ставления уравнений Лагранжа в инерциальных системах от-

счета. Она основывалась на уравнениях (22), справедливых в 

инерциальных системах отсчета, и поэтому в уравнениях Ла-

гранжа (38) кинетическая энергия ),,( tT qq   тоже должна вы-

числяться в инерциальной системе отсчета.  

В неинерциальной системе отсчета движение каждой мате-

риальной точки описывается уравнением  

j
кор
j

пер
jj

отн
jj

m NJJFr  ,                                                                           

где пер
j

J  и кор
j

J  – переносная и кориолисова силы инерции, дей-

ствующие на точку. На основании этих уравнений, повторяя 

дословно все выкладки, проведенные при выводе уравнений 
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(38), получим уравнения Лагранжа, составленные в неинерци-

альной системе отсчета:  

корпер
отнотн TT

dt

d
QQQ

qq












.                                     (45)                          

Здесь отнT  – кинетическая энергия системы, вычисленная от-

носительно неинерциального базиса, Q  – обобщенные силы, 

соответствующие активным силам 
j

F , а перQ  и корQ  – обоб-

щенные силы, обусловленные переносными и кориолисовыми 

силами инерции. 

Очевидно, что конкретный вид уравнений Лагранжа зависит 

не от способа их составления (в инерциальной или неинерци-

альной системе отсчета), а от выбора обобщенных координат. 

Если уравнения (38) и (45) записаны в одних и тех же обоб-

щенных координатах, то они должны тождественно совпадать. 

Отсюда следует 

qq
QQQ











VV

dt

dкорперин


;   TTV отн  ,                (46) 

т.е. силы инерции являются обобщенно потенциальными. 

Отметим, что составление уравнений Лагранжа в неинерци-

альных системах отсчета в большинстве случаев представляет 

собой более громоздкую процедуру, чем их составление в 

инерциальной системе отсчета. То возможное упрощение, ко-

торое получается в выражении для кинетической энергии отнT  

по сравнению с T , компенсируется существенным усложнени-

ем, связанным с вычислением обобщенных сил перQ  и корQ . 

Если же для вычисления этих сил использовать формулу (46), 

то в результате придем к уравнениям (38), составленным в 

инерциальной системе отсчета.  

Следует иметь в виду, что если ставится задача написать 

уравнения движения некоторой механической системы относи-

тельно неинерциального базиса, то это означает, что в качестве 

обобщенных координат нужно использовать переменные, опи-
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сывающие положение системы в этом базисе, и никоим обра-

зом не регламентирует способ составления этих уравнений. В 

большинстве таких задач проще получить искомые уравнения, 

составляя их в инерциальных системах отсчета, т.е. на основе 

уравнений (38), а не уравнений (45).   

2.4. Свойства уравнений Лагранжа  

1. Ковариантность. Прежде всего, отметим, что под кова-

риантностью уравнений подразумевается инвариантность пра-

вила их составления по отношению к замене переменных, а не 

инвариантность самих уравнений [2].  

Ковариантность уравнений Лагранжа означает, что при лю-

бой невырожденной дважды непрерывно дифференцируемой 

замене координат 

),~( tqqq  ,         0~det 












q

qT

,                                           (47)              

уравнения Лагранжа сохраняют свою форму, т.е. в новых пере-

менных q~  эти уравнения принимают аналогичный (38) вид 

j
j

T
jTT

dt

d
F

q

r
Q

qq















~

~
~

~

~

~

 ,                                                 (48) 

где ),~,~(
~

tT qq  – кинетическая энергия системы, записанная в 

новых переменных,  Q
~

 – соответствующие новым координатам 

обобщенные силы.   

Ковариантность уравнений Лагранжа следует из самого вы-

вода этих уравнений. Если исходные координаты q  удовлетво-

ряют условиям (15) локальной параметризации, то в силу ого-

воренных выше свойств преобразования (47) новые координа-

ты q~  также будут удовлетворять этим условиям, вследствие 

чего для них будут справедливы уравнения (48). В ковариант-

ности уравнений Лагранжа можно убедиться и непосредствен-

ной проверкой, применив преобразование (47) к уравнениям 
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(38). Используя правила дифференцирования сложных и обрат-

ных функций, получим в конечном итоге уравнения 

  Q
q

q

qqq

q ~
~~~~

11 










































 TT TT

dt

d
 , 

которые после умножения на невырожденную матрицу qq ~ T  

приводятся к виду (48). 

Связь между обобщенными силами Q
~

 и Q  выражается сле-

дующей формулой преобразования обобщенных сил при замене 

координат: 

Q
q

q
F

q

r

q

q
F

q

r
Q ~~~
~


















 

T

j
j

T
j

T

j
j

T
j

.                                (49) 

При преобразованиях координат в лаграгжевых системах 

(44) новый лагранжиан ),~,~(
~

tL qq  определяется как старый ла-

гранжиан ),,( tL qq , выраженный через новые переменные. 

2. Калибровочная инвариантность. Непосредственной 

проверкой устанавливается, что для функции ),( tf q , пред-

ставляющей собой полную производную по времени от произ-

вольной функции координат и времени, справедливо тождество 

0









qq



dt

d
.                                                                    (50)     

Отсюда следует, что при добавлении такой функции к кинети-

ческой энергии системы уравнения Лагранжа остаются неиз-

менными. Это свойство уравнений Лагранжа называется калиб-

ровочной инвариантностью. 

Уравнения Лагранжа (44) остаются неизменными, если 

функцию L  заменить функцией ),( tfcLL q , где 0c  – 

постоянная. Таким образом, лагранжиан системы (44) опреде-
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лен с точностью до мультипликативной постоянной 0c  и ад-

дитивной функции ),( tf q .  

3. Структура кинетической энергии и функции Лагран-

жа. Выясним зависимость кинетической энергии системы 

),,( tT qq  от обобщенных скоростей q . На основании соотно-

шений  (26) имеем 
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mmmT
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2

1

2

1

2

1 rr

q

r
qq

q

r
rr  . 

Ввиду того, что производные qr  T
j

 и t
j
r  могут зависеть 

только от q  и t , кинетическая энергия представляется в виде 

01202

1
TTTTT TT  bqqAq  ,                                      (51)    

где 0
2
T  – квадратичная форма обобщенных скоростей, 

1
T  – 

линейная форма обобщенных скоростей, 
0

T  – форма,  не зави-

сящая от скоростей. При этом симметрическая матрица ),( tqA  

размера nn , n -мерный вектор ),( tqb  и скалярная функция 

),(
0

tT q  определяются выражениями 

  







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j
T

j
T
j

j
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q

r
A , 










j

j
T
j

j t
m

r

q

r
b ,  














j

j

j t
mT

2

0 2

1 r
.  (52)  

Функция Лагранжа, определяемая формулами (42) и (43), 

имеет аналогичную (51) структуру, т.е. тоже выражается функ-

цией второй степени относительно обобщенных скоростей: 

01202

1
LLLLL TT  dqqAq  .                                    (53)        

Действительно, для случая потенциальных сил лагранжиан 

определяется формулой ),( tΠTL q , на основании которой 

получаем 



 34 

22
TL  ,  

11
TL  ,  ΠTL 

00
.                                              (54)    

Для выяснения структуры функции VTL   в случае 

обобщенно потенциальных сил определим структуру обобщен-

ного потенциала ),,( tV qq  . Из формулы (41) следует 

),,(),,(
2

t
V

t
T

qqfq
qq

qqQ 


 



 . 

Отсюда, учитывая, что в механике рассматриваются только те 

случаи, когда силы не зависят от ускорений, получаем 

0
2





T

V

qq 
. 

Это тождественное равенство означает, что обобщенный по-

тенциал линейно зависит от обобщенных скоростей, т.е.  

01
),(),( VVtΠtV T  qqcq .                                          (55)  

Здесь второе слагаемое в обобщенном потенциале, если оно не 

равно нулю, трактуется как «обычная» потенциальная энергия, 

поскольку получаемая за счет него формулой (41) составляю-

щая обобщенной силы определяется выражением q
0

V , 

аналогичным определению (39) «обычного» потенциала. Из 

формулы (45) следует, что и в случае обобщенно потенциаль-

ных сил функция Лагранжа VTL   имеет структуру вида 

(53), где 

22
TL  ,  

111
VTL  ,  ΠTVTL 

0000
.                         (56)    

Система называется склерономной (стационарной), если па-

раметризация (14) стационарна, т.е. 0 tR . Для склероном-

ных систем положения материальных точек будут зависеть 

только от значений обобщенных координат )(qrr
jj

 , а кине-

тическая энергия не зависит явно от времени и выражается 

квадратичной формой обобщенных скоростей: 
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qAq TTT
2

1
2
 ;    0





t

T
.                                                 (57) 

Заметим, что если все наложенные на систему связи (3) ста-

ционарны, то имеется возможность выбрать обобщенные коор-

динаты q  так, что и параметризация (14) будет стационарной: 

)(qRR  . Но зависящая от времени замена координат 

),~( tqqq   делает параметризацию нестационарной. Поэтому 

между стационарностью связей и стационарностью пара-

метризации прямой зависимости, вообще говоря, нет. 

4. Разрешимость относительно старших производных. 

Подставляя выражение для кинетической энергии (51) в урав-

нения Лагранжа (38), получим  

),,()( t
T

dt

d
qqQ

q
bqA  




 . 

После выполнения операций дифференцирования уравнения 

примут вид  

 ),,( tqqFqA   .                                                                    (58)                 

Таким образом, уравнения Лагранжа линейны по обобщен-

ным ускорениям, а матрица коэффициентов при обобщенных 

ускорениях совпадает с матрицей квадратичной части кинети-

ческой энергии системы. 

Покажем, что уравнения Лагранжа разрешимы относительно 

обобщенных ускорений, т.е. 0det A . Предположим против-

ное, т.е. 0det A . Тогда найдется вектор обобщенных скоро-

стей 0* q , такой, что 

  0
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1

2

1
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
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Отсюда следует существование вектора 0**  qq d , такого, 

что 
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jdd
T

j

j





 0)( ** q

q

r
qr , 

т.е. отличная от нуля вариация обобщенных координат не при-

водит к изменению положения системы, что противоречит ого-

воренным выше условиям (15) локальной параметризации.  

Таким образом, уравнения Лагранжа разрешимы относи-

тельно старших производных, т.е. представимы в нормальной 

форме Коши 

),,( tqqfq   .                                                                          (59)       

Этот факт и составляет содержание основной теоремы ла-

гранжева формализма. Из него следует, что при необремени-

тельных ограничениях на правые части, которые в задачах ме-

ханики выполняются, система уравнений (59) имеет един-

ственное решение для любых начальных условий 
000

,, qq t , т.е. 

движение системы полностью детерминировано ее состоянием 

(положением и скоростями) в начальный момент времени. 

Учет структуры кинетической энергии (51) и функции Ла-

гранжа (53) позволяет записать условие 0det A  в следующем 

виде:  

0detdetdet 2
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TTT

TTL

qqqqqq 
.                   (60) 

Отметим, что в силу неравенства 0
2
T  условие 0det A  

означает строгую положительную определенность матрицы A . 

Лагранжевы системы, в которых функция L  имеет структу-

ру (53), где 
2

L  – строго положительно определенная квадра-

тичная форма обобщенных скоростей, называются натураль-

ными.  
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2.5. Первые интегралы уравнений Лагранжа.  

Теоремы об изменении обобщенной и полной энергии           

Первым интегралом системы дифференциальных уравнений 

называется функция фазовых переменных и времени, сохраня-

ющая свои значения на любом решении этой системы.  

Уравнения Лагранжа представляют собой уравнения второ-

го порядка. Фазовыми переменными в них являются обобщен-

ные координаты q  и обобщенные скорости q . Поэтому пер-

выми интегралами уравнений Лагранжа могут быть функции 

вида ),,( tf qq .  

Распространенным типом первых интегралов в лагранжевых 

системах являются циклические интегралы. Переменная назы-

вается циклической, если она не входит в выражение для функ-

ции Лагранжа L . Из уравнений Лагранжа (44) следует, что ес-

ли 
k

q  – циклическая координата, то функция  
k

qL   является 

циклическим первым интегралом системы.  

Рассмотрим голономную систему, в которой обобщенные 

силы Q  имеют непотенциальные составляющие *Q . Полагая, 

что потенциальные и обобщенно потенциальные составляющие 

обобщенных сил учтены в лагранжиане L , получим уравнения 

Лагранжа в следующем виде: 

*Q
qq









 LL

dt

d


.                                                                    (61) 

Введем в рассмотрение функцию 

L
q

L
qL

L
H

k

n

k
k

T 








 

1





q

q ,                                              (62) 

называемую обобщенной энергией системы. Определяя струк-

туру этой функции на основе структуры функции Лагранжа 

(53), получим  

  ΠTTLLH
T

T
T

T 
0200 22

)(
qAq

dq
qAq

dqAq





 . (63) 
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Таким образом, обобщенная энергия не содержит членов, 

линейно зависящих от обобщенных скоростей.  

Если система склерономна, то 0
10
TT  и обобщенная 

энергия совпадает с полной энергией:  

ΠTEH  .                                                                      (64)      

Выясним, как меняется обобщенная энергия на движениях 

системы (61). Вычислим полную производную по времени от 

функции (62):  

 
t

LLLL

dt

dL
H TTTT


























q
q

q
q

q
q

q
q 








 . 

Сокращая подобные члены и учитывая уравнения Лагранжа 

(61), получим 

 
t

L

t

LLL

dt

d
H TT


























 *Qq

qq
q 


 .                             (65)    

Формула (65) описывает искомый закон изменения обоб-

щенной энергии на движениях системы (61). Первое слагаемое 

в этой формуле есть мощность непотенциальных сил *Q . 

Если непотенциальные силы отсутствуют, а лагранжиан не 

зависит явно от времени, т.е. 0 tL , то обобщенная энергия 

сохраняется: 

const



 hL

L
H T

q
q


 .                                                    (66) 

Этот первый интеграл называется обобщенным интегралом 

энергии, или интегралом Пенлеве-Якоби. 

Заметим, что условие существования обобщенного интегра-

ла энергии (66) тоже можно сформулировать в терминах цик-

лических переменных. Этот первый интеграл существует, когда 

циклической переменной является время t . 

Для склерономной системы из формулы (65) получим в силу 

соотношений (57) и (64) закон изменения полной энергии: 
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t

V
E T




 *Qq .                                                                   (67) 

Здесь V – обобщенный потенциал, определяемый формулой 

(55). В случаях, когда учтенные в лагражиане силы имеют 

обычный потенциал, или линейная по скоростям часть 
1

V  

обобщенного потенциала (55) не зависит явно от времени, т.е. 

0 tc , формула (67) принимает вид 

t

Π
E T




 *Qq .                                                                    (68)   

Склерономная система называется консервативной, если все 

обобщенные силы потенциальны, а потенциальная энергия не 

зависит явно от времени, т.е. 0 tΠ . Для консервативной 

системы обобщенный интеграл энергии принимает вид закона 

сохранения полной энергии: 

const ΠTE .                                                                 (69) 

Полная энергия склерономной системы будет сохраняться и 

в случаях, когда силы обобщенно потенциальны, но 0 tV . 

Для этого необходимо и достаточно, чтобы оба слагаемых 

обобщенного потенциала (55) не зависели явно от времени.  

Обобщенные силы называются гироскопическими, если для 

любого значения вектора обобщенных скоростей q  их мощ-

ность равна нулю, т.е.  

qQq  


0
1

**
n

k
kk

T Qq .                                                       (70)  

В силу этого свойства гироскопические силы *Q  никак не вли-

яют на законы изменения обобщенной и полной энергии и, сле-

довательно, не нарушают законов сохранения (66), (69).  

Примерами гироскопических сил являются сила Лоренца, 

действующая на точечный электрический заряд в магнитном 

поле, и кориолисова сила инерции. Эти силы ортогональны 
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скоростям точек и не совершают работы на любых движениях 

системы. 

Обобщенные силы называются диссипативными, если их 

мощность не положительна и при этом существуют движения,  

на которых мощность этих сил отрицательна.  

Диссипативные силы называются строго диссипативными 

(определенно диссипативными, силами с полной диссипацией), 

если их мощность отрицательна на любом движении системы, 

т.е. 

00*  qQq  T .                                                                 (71) 

Если в системе действуют только диссипативные непотен-

циальные силы, то из формулы (65) при 0 tL  получим 

0H , а для склерономной системы из формулы (67) при 

0 tV  будем иметь 0E .  Для случая строго диссипатив-

ных сил неравенства принимают вид 

00  qH  и 00  qE .                                           (72)       
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§3. Уравнения Гамильтона  

3.1. Гамильтоновы системы  

Рассмотрим систему из n2  обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка для n2  фазовых переменных 

pq, , где  

)...,,,(
21 n

T qqqq ,   )...,,,(
21 n

T pppp .  

Переменные q  и p  будем называть обобщенными коорди-

натами и обобщенными импульсами, соответственно. Предпо-

лагается, что система разрешима относительно производных, 

т.е. представима в нормальной форме Коши 

).,,(

),,,(

t

t

pqPp

pqQq








                                                                          (1) 

Если через x  обозначить n2 -мерный вектор-столбец фазо-

вых переменных ),( TTT pqx  , а через X  – n2 -мерный вектор-

столбец правых частей системы (1) ),( TTT PQX  , то эта си-

стема запишется в виде 

),( txXx  .                                                                              (2) 

Определение. Система дифференциальных уравнений чет-

ного порядка (1) называется гамильтоновой, если существует 

скалярная функция ),,( tH pq , с помощью которой система 

представима в следующей канонической форме 

q
p

p
q











HH  , , т.е. nk
q

H
p,

p

H
q

k

k

k

k
,...,1; 









  . (3) 

Функция ),,( tH pq  называется функцией Гамильтона или 

гамильтонианом системы, а сами уравнения (3) – канонически-

ми уравнениями Гамильтона. Переменные 
k

q  и 
k

p  называются 

сопряженными друг к другу гамильтоновыми переменными. 
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Из приведенного определения следует, что гамильтониан 

системы определен с точностью до аддитивной функции вре-

мени. 

Для записи уравнений (3) в терминах фазового вектора x  

используется следующая матрица, называемая симплектиче-

ской единицей:  















0

0

n

n

E

E
J .                                                                         (4)     

Здесь 
n

E  – единичная матрица порядка n .  

Матрица J  обладает следующими свойствами:  

JJJ  T1 ,    
n

T
2

EJJ  ,   1det J .                                 (5)  

С помощью матрицы (4) канонические уравнения (3) запи-

сываются в виде 

x
Jx





H .                                                                                 (6) 

Условия гамильтоновости системы определяются с помо-

щью теоремы об условиях интегрируемости. В силу этой тео-

ремы для гамильтоновости системы (2) необходимо и доста-

точно, чтобы матрица  TxXJ   была симметрической, т.е.  

0








J

x

X

x

X
J

T

T
.                                                                  (7)     

Для системы, записанной в форме (1), критерий гамильтоно-

вости описывается следующими тремя матричными тожде-

ствами:  

q

Q

p

P

q

P

q

P

p

Q

p

Q


























 T

T

T

T

T

T
,, . 

Канонические уравнения Гамильтона представляют особый 

интерес в механике в связи с тем, что этими уравнениями мож-
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но описать движения лагранжевых систем, в частности, голо-

номных систем в случаях, когда действующие силы имеют 

обычный или обобщенный потенциал. В указанных случаях 

движения системы описываются уравнениями Лагранжа 

0









qq

LL

dt

d


,                                                                        (8)      

которые представляют собой систему из n  уравнений второго 

порядка для  n -мерного вектора обобщенных координат q .  

Переход от уравнений Лагранжа (8) к уравнениям Гамиль-

тона (3) осуществляется следующим образом.  

1. Преобразованием Лежандра 

),,( t
L

qqf
q

p 






                                                                     (9) 

определяются обобщенные импульсы p . Вследствие того, что 

),,( tLL qq  , обобщенные импульсы выражаются соотношени-

ями (9) в виде функций переменных Лагранжа t,,qq  . Кроме 

того, при условии 

0detdet
2


























TT

L

qqq

f


,                                                (10) 

которое выполняется для всех натуральных систем, уравнения 

(9) разрешимы относительно скоростей q , т.е. имеется воз-

можность выразить в явном виде обобщенные скорости через 

переменные Гамильтона t,,pq : 

),,( tpqψq  .                                                                          (11) 

2. Функция Гамильтона определяется формулой 

LqptLtH
k

n

k
kt

T  






1

),,(
)],,([),,(

pqψq
qqqppq .               (12)       
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Отметим, что по определению функция Гамильтона есть 

функция гамильтоновых переменных, т.е. в формуле (12) 

обобщенные скорости должны быть выражены через гамильто-

новы переменные соотношениями (11).  

Функция (12), выраженная через переменные Лагранжа, 

представляет собой обобщенную энергию системы, а для скле-

рономной системы – полную энергию ΠTE   (см. раздел 

«уравнения Лагранжа»). 

Учитывая правила дифференцирования сложных функций и 

формулу (9), получим для производных от функции (12) сле-

дующие выражения: 

qqq

ψ

q
p

q

ψ

q 

























 LLLH TT


 .                                     (13) 

q
qp

ψ
p

p

ψ
q

p



 

















 LH TT

.                                              (14) 

t

L

t

LL

ttt

H TT





























q

ψ
p

ψ


.                                     (15)                     

Уравнения (11) в силу соотношений (14) записываются с 

помощью функции (12) в виде  pq  H  и совпадают с пер-

вой группой канонических уравнений Гамильтона (3). В свою 

очередь, учитывая определение (9) и равенства (13), получаем, 

что уравнения Лагранжа (8) принимают в переменных Гамиль-

тона следующий вид: qp  H , т.е. полностью совпадают 

со второй группой уравнений (3).  

Таким образом, уравнения Лагранжа (8) приводятся преоб-

разованием Лежандра (9) к форме канонических уравнений Га-

мильтона (3). 

Преобразование Лежандра представляет собой один из воз-

можных вариантов преобразования уравнений второго порядка 

в уравнения первого порядка. Достоинство этого преобразова-

ния состоит в том, что в результате получаются уравнения, раз-

решенные относительно производных, и эти уравнения, как и 
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уравнения Лагранжа (8), определяются одной функцией – в 

данном случае гамильтонианом ),,( tH pq .  

К уравнениям Гамильтона (но уже не каноническим) приво-

дятся  уравнения Лагранжа и в случаях, когда имеются непо-

тенциальные составляющие *Q  обобщенных сил Q . Полагая, 

что потенциальные составляющие обобщенных сил учтены в 

лагранжиане ),,( tL qq , получим уравнения Лагранжа в виде 

),,(* t
LL

dt

d
qqQ

qq













.                                                        (16) 

Используя преобразование Лежандра (9) и определяя функ-

цию ),,( tH pq  формулой (12), получим соотношения (11), (13), 

(14), на основании которых уравнения (8) запишутся в пере-

менных Гамильтона следующим образом: 

),,(),,(, ** t
H

t
HHH

pqF
q

q
p

Q
q

p
p

q 


















  .        (17) 

Эти n2  уравнений первого порядка, также как и уравнения (3), 

имеют нормальную форму Коши, но не являются канонически-

ми. 

Переход от уравнений Гамильтона (17) к уравнениям Ла-

гранжа осуществляется следующей процедурой.  

1. Из первой группы уравнений (17) 

),,( tH pqψpq                                                             (18) 

при условии  

0detdet
2


























TT

H

ppp

ψ
                                                (19)    

выражаются обобщенные импульсы через переменные Лагран-

жа:  

),,( tqqfp  .                                                                           (20) 



 46 

2. Функция Лагранжа определяется на основании формулы 

(12) соотношением  

),,(
)],,([),,(

t
T tHtL

qqfp
pqqpqq 




 ,                                       (21)  

в котором обобщенные импульсы выражены с помощью функ-

ций (20) через переменные Лагранжа.  

Вычисляя частную производную от обеих частей равенства 

(21) по переменной q , получим с учетом уравнений (18) сле-

дующее соотношение: 

),,( t
HL TT

qqfp
pq

f
q

q

f
p

q

























. 

Подставляя его во вторую группу уравнений (17) и учитывая 

равенства (13), придем к уравнениям Лагранжа вида (16): 

),,(),,( ** tt
LLL
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d
qqQ

q
qF

qq


















. 

Описанной процедурой канонические уравнения Гамильто-

на (3) преобразуются в уравнения Лагранжа (8).  

Отметим, что для произвольной гамильтоновой системы 

условие (19) может не выполняться. В таких случаях переход 

от уравнений Гамильтона к уравнениям Лагранжа невозможен.  

Дальнейшее изложение будет посвящено, в основном, изу-

чению гамильтоновых систем, т.е. систем, описываемых кано-

ническими уравнениями Гамильтона (3). 

3.2. Скобки Пуассона 

Скобки Пуассона являют собой пример вспомогательных 

функций, используемых для компактной записи громоздких 

выражений. 

Для двух скалярных функций ),,(
1

tf pq  и ),,(
2

tf pq  скобка 

Пуассона ),(
21

ff  определяется следующим скалярным выра-

жением:  
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x
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f
ff

TTT

n

s ssss

. (22) 

Здесь x  – n2 -мерный вектор-столбец переменных Гамильтона 

pq, , а J  – симплектическая матрица (4).  

Если заданы m  функций 
m

fff ,...,,
21

, то все скобки Пуассо-

на ),( 
j

f  функций 
j

f  с функцией   можно записать в виде 

вектора-столбца следующим образом: 
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
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

m

TTT

f

f

f

x
J

x

f

qp

f

pq

f
f .              (23) 

Здесь через f  обозначен m -мерный вектор-столбец, состав-

ленный из функций 
m

fff ,...,,
21

.  

В свою очередь, все скобки Пуассона ),(
kj

ff  можно запи-

сать одним выражением в виде кососимметрической матрицы 

размера mm : 
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f
J
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f
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p

f

p

f

q

f
Φ . (24) 

Косая симметрия матрицы Φ  ( ΦΦ T ) следует из приведен-

ных ниже свойств скобок Пуассона. 

Свойства скобок Пуассона: 

1º. ),(),(
jkkj

ffff  ; 

2º. ),)(())(,(
kjkj

fftcftcf  ;   
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3º.  ),(),(),(
sksjskj

fffffff  ; 

4º.  
















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
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
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f
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,,
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; 

5º.  0)),,(()),,(()),,((
213132321
 fffffffff . 

Свойства 1º– 3º следуют непосредственно из определения 

(22), а для доказательства свойства 4º достаточно учесть пере-

становочность операций дифференцирования по x  и t .  

Докажем свойство 5º, называемое тождеством Пуассона. 

Вычисляя по определению (22) левую часть равенства 5º с ис-

пользованием правил дифференцирования билинейных форм, 

получим следующее выражение: 
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Каждое из шести слагаемых в этом выражении есть скаляр, и, 

следовательно, при транспонировании не меняется. Заменив 

каждое четное слагаемое его транспонированным значением, и 

учитывая, что JJ T , и что матрица вторых производных 

каждой функции симметрическая, получим тождество 5º. 

3.3. Первые интегралы гамильтоновых систем 

Первым интегралом системы дифференциальных уравне-

ний первого порядка (2) называется функция ),( tf x  фазовых 

переменных и времени, определенная в той же области, что и 
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сама система, и сохраняющая свои значения на любом решении 

этой системы. Тот факт, что функция ),( tf x  является первым 

интегралом системы, описывается уравнением 

ctf ),(x , 

где c  – постоянная первого интеграла, значение которой опре-

деляется начальными условиями движения системы. 

Первые интегралы отражают законы сохранения, представ-

ляющие самостоятельный интерес в механике. Кроме того, 

первые интегралы используются в большинстве методов инте-

грирования уравнений движения, поскольку они позволяют по-

низить порядок  системы.  

Критерий первого интеграла вытекает непосредственно из 

определения и формулируется следующим образом: 

Для того, чтобы функция ),( tf x  была первым интегралом 

системы (2) необходимо и достаточно, чтобы ее полная про-

изводная по времени, вычисленная в силу уравнений (2), была 

равна нулю во всей области определения системы (2), т.е. 
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 .                             (25) 

Для гамильтоновой системы критерий первого интеграла 

принимает вид 
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Здесь ),( Hf  – скобка Пуассона функций f  и H . Для вектор-

ных функций f  этот критерий записываются следующим обра-

зом: 
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Теорема Якоби-Пуассона. Если ),(
1

tf x  и ),(
2

tf x  – первые 

интегралы некоторой гамильтоновой системы, то их скобка 
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Пуассона ),(
21

ff  также является первым интегралом этой 

системы. 

Доказательство. По условиям теоремы функции 
1
f  и 

2
f  

удовлетворяют критерию (26), т.е.  

),(),(
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1 fHHf
t

f
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,     ),(

2
2 Hf
t

f
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
. 

Учитывая эти равенства и используя свойства 1º, 4º и 5º скобок 

Пуассона, получим  
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Отсюда следует, что функция ),(
21

ff  тоже удовлетворяет 

критерию (26) первого интеграла. Теорема доказана. 

На первый взгляд может показаться, что при наличии у га-

мильтоновой системы двух первых интегралов с помощью тео-

ремы Якоби-Пуассона можно «тиражировать» новые первые 

интегралы в виде функций ),(
21

ff , )),(,(
211

fff  и т.д. Однако в 

подавляющем большинстве случаев такие функции оказывает-

ся либо зависимыми по отношению к исходным функциям, ли-

бо тождественными константами. 

Циклические первые интегралы. Переменная называется 

циклической, если она не входит в выражение для функции Га-

мильтона. В силу канонических уравнений Гамильтона (3) 

каждой циклической координате 
k

q  соответствует циклический 

первый интеграл const
kk

p   (сохраняется обобщенный им-

пульс 
k

p ), а каждому циклическому импульсу 
k

p  – первый 

интеграл const
kk

q   (сохраняется обобщенная координата 

k
q ).  



 51 

Если циклической переменной является время t , т.е. 

0 tH  (такие системы называются обобщенно консерва-

тивными), то в этом случае первым интегралом системы будет 

функция Гамильтона: 

  const),(  hH pq .                                                             (27) 

Этот интеграл называется обобщенным интегралом энергии. 

Его наличие следует из критерия (26). Ввиду того, что 

0),( HH , условие первого интеграла для функции Hf   

имеет вид 0 tH .  

Отметим, что в силу соотношений (13) и (15) гамильтониан 

системы не будет зависеть от координаты 
k

q  или времени t , 

если не зависит от координаты 
k

q  или времени лагранжиан, и 

наоборот. 

Другие примеры первых интегралов. Общих методов по-

иска первых интегралов не существует. Поэтому в большин-

стве случаев применяется «метод угадывания», т.е. делается 

предположение, что некая функция является первым интегра-

лом системы, а потом с помощью критерия (26) это предполо-

жение доказывается, или опровергается. В приведенных ниже 

примерах наличие первых интегралов обусловлено специаль-

ной структурой функции Гамильтона. 

1º. Гамильтониан с отделимыми парами сопряженных пе-

ременных. Пары сопряженных переменных ),...,1(, mkpq
kk

  

называются отделимыми, если гамильтониан системы имеет 

следующую структуру: 
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 .     (28) 

Для такой системы для всех mk ,...,1  скобки Пуассона 

),( Hf
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Поэтому в силу критерия (26) система имеет первые интегралы 

kkkk
cpqf ),( ;  mk ,...,1 .                                                   (29) 

Отметим, что первые интегралы (29) представляют собой 

обобщение циклических интегралов, существующих в случаях, 

когда циклической переменной является обобщенная коорди-

ната 
k

q , или обобщенный импульс 
k

p . В первом случае 

kk
pf  , а во втором случае 

kk
qf  . 

2º. Гамильтониан со структурой вложенных функций («мат-

решка»). Рассмотрим гамильтонову систему, для которой 

функция Гамильтона выражается в виде 
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Здесь через pq ~,~  обозначены )( mn  -мерные векторы неотде-

лимых переменных 
jj

pq ,  ( nmj ,...,1 ). 

Вычисляя скобки Пуассона ),( Hf
k

 для всех mk ,...,1 , по-

лучим 
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Отсюда в силу критерия (26) следует, что система имеет первые 

интегралы 

mkcpqcfcpqf
kkkkk

,...,2;),,(,),(
11111




.              (31) 

3º. Гамильтониан с отделимой группой сопряженных пере-

менных. Обобщением случаев 1º и 2º является следующая 

структура гамильтониана: 
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],~,~),,...,,,([
11

tpqpqfHH
mm

pq .                                         (32) 

Здесь nm2 , f  – произвольная функция своих перемен-

ных, через pq ~,~  обозначены )( mn  -мерные векторы неотдели-

мых переменных 
jj

pq ,  ( nmj ,...,1 ). 

Для такой системы получаем 
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Отсюда следует, что функция f  является первым интегралом 

системы: 

cpqpqf
mm
),...,,,(

11
.                                                           (33)  

В зависимости от структуры функции f , фигурирующей в 

гамильтониане (32), система может иметь помимо (33) и другие 

первые интегралы. Например, если функция f  имеет структу-

ру функции 
m

f  (30), то, как было показано выше, система име-

ет m  первых интегралов. Аналогичным свойством обладают 

системы с гамильтонианом следующего вида: 

),~,~,( tfHH pq ;   








m

k
kkk

m

k
kkk

pq

pq

f

1

1

),(

),(





.                                  (34) 

Непосредственной проверкой устанавливается, что в этом 

случае помимо первого интеграла 

c

pq

pq

f
m

k
kkk

m

k
kkk











1

1

),(

),(





                                                             (35) 

система имеет m  следующих первых интегралов: 
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kkkkkkkkkk
cpqcpqpqf  ),(),(),(  ;    mk ,...,1 .       (36) 

Нетрудно проверить, что в совокупности первые интегралы 

(35), (36) зависимы. Кроме того, поскольку уравнение (35) эк-

вивалентно уравнению  

0),(),(),(
11




m

k
kkkkkk

m

k
kkk

pqcpqpqf  ,                                   

то  постоянные 
k

c  тоже зависимы между собой:  

0
1




m

k
k

c .                                                                                (37)      

В рассматриваемом примере в качестве независимых первых 

интегралов следует взять m  функций 
k

f , а для того, чтобы в 

уравнениях (36) фигурировали только произвольные постоян-

ные, исключить 
m

c , используя равенство (37). Тогда независи-

мые первые интегралы запишутся в виде  

,),(),(

,1,...,1;),(),(

1

1










m

k
kmmmmmm

kkkkkkk

cpqcpq

mkcpqcpq





                        (38) 

где cccc
m

,,...,,
121 

  будут произвольными постоянными. 

3.4. Использование первых интегралов в задачах  

интегрирования уравнений движения 

Пусть система дифференциальных уравнений 

),...,,(
1

txxXx
Nkk

 ;  Nk ,...,1 ,                                          (39) 

описывающая движение некоторой механической системы, 

имеет m  независимых первых интегралов 

mjctxxf
jNj

,...,1;),...,,(
1

 ,                                             (40) 

где 
j

c  – произвольные постоянные первых интегралов. Тогда 

из уравнений (40) можно в явном виде выразить m  перемен-
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ных 
m

xx ...,,
1

 через остальные переменные 
Nm

xx ...,,
1

 и время 

t : 

mscctxxx
mNmss

,...,1);,...,,,...,,(
11




 .                             (41)   

Подставляя эти выражения в последние mN   уравнения си-

стемы (39), получим систему, которая имеет порядок mN  : 

NmktccxxXx
mNmkk

,....,1);,,...,,...,,(
11

* 


 .                  (42) 

Таким образом, каждый первый интеграл позволяет пони-

зить порядок системы, по крайней мере, на одну единицу. Если 

будет найдено общее решение системы (42), то оно будет иметь 

вид 

Nmktccx
Nkk

,....,1);,,...,(
1

 ,                                   (43) 

где 
N

cc ,...,
1

 – произвольные постоянные. Тогда общее решение 

для переменных 
m

xx ...,,
1

 находится подстановкой решения (43) 

в (41). 

Если система (39) имеет полный набор независимых первых 

интегралов, т.е. Nm  , то явный вид ее общего решения опре-

деляется путем разрешения системы уравнений (40) относи-

тельно 
N

xx ...,,
1

. 

Если система (39) автономна, т.е. правые части не зависят 

явно от времени, и имеет 1N  автономных (не зависящих от 

времени) первых интегралов, то в качестве (42) получим одно 

уравнение следующего вида: 

),...,,(
11

*



NNNN

ccxXx . 

Это уравнение с разделяющимися переменными интегриру-

ется. Его решение ),,...,(
1

tccx
NNN

  находится из уравнения 

N

NNN

N
NN

ct
ccxX

dx
ccxF  



 ),...,,(
),...,,(

11
*11

,                               
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которое можно трактовать, как неавтономный первый интеграл 

системы.  

В таких случаях, когда построение общего решения системы 

дифференциальных уравнений сводится к вычислению инте-

гралов от известных функций и обращению функций, говорят, 

что система интегрируется в квадратурах. Использование 

термина «в квадратурах» объясняется тем, что раньше квадра-

турами называли неопределенные интегралы (первообразные). 

Исследуем теперь подробно, что дают рассмотренные в п. 

3.3 первые интегралы для понижения порядка гамильтоновой 

системы.  

Начнем с циклических первых интегралов и покажем, что 

каждый из них позволяет понизить порядок системы не на од-

ну, а на две единицы. 

Пусть 
m

qq ,...,
1

 – циклические координаты, т.е.  

),~,~,,...,(
1

tppHH
m

pq ,                                                       (44) 

где через pq ~,~   обозначены ( mn )-мерные векторы нецикличе-

ских переменных 
jj

pq ,  ( nmj ,...,1 ). Для функции Гамиль-

тона с такой структурой уравнения для переменных pq ~,~  при 

учете первых интегралов 
kk

cp   ( mk ,...,1 ) записываются с 

помощью функции 

),~,~,,...,(
~

1
tccHH

m
pq                                                            (45) 

в канонической форме 

  ),~,~,,...,(
~

~

~
~),,~,~,,...,(

~
~

~
~

11
tcc

H
tcc

H
mm

pqG
q

ppqF
p

q 








    (46) 

и образуют замкнутую систему порядка mn 22  . Если будет 

найдено общее решение системы (46), то оно будет иметь вид 

),~,,...,(~~
1

tcc
m

cxq  ,  ),~,,...,(~~
1

tcc
m

cyp  ,                              (47) 
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где c~  – ( mn 22  )-мерный вектор произвольных постоянных. 

После подстановки этого решения в функцию (45) циклические 

координаты 
m

qq ,...,
1

 определятся из уравнений  

),~,,...,(
~

1
tccFcHpHq

mkkkk
c  

с помощью квадратур 

mkcdtFq
kmkk

,...,1; 
 . 

Таким образом, при наличии m  циклических первых инте-

гралов задача поиска общего решения гамильтоновой системы 

сводится к интегрированию системы уравнений (46), порядок 

которой на m2  единиц меньше, чем порядок исходной систе-

мы. Кроме того, при понижении порядка системы с использо-

ванием циклических первых интегралов сохраняется свойство 

гамильтоновости системы.  

Если функция Гамильтона не зависит от всех обобщенных 

координат, т.е. ),,...,(
1

tppHH
n

 , то система интегрируется, а 

ее общее решение записывается в виде 

kk
cp  ,     

kn

k

k
cdt

c

H
q







 

~
;    nk ,...,1 .                                        

Аналогичным образом показывается, что при наличии цик-

лических импульсов 
k

p  каждый циклический интеграл 
kk

cq   

позволяет понизить порядок системы на две единицы.  

Уравнения Уиттекера. Обобщенный интеграл энергии  

hH ),( pq                                                                              (48)   

тоже является циклическим первым интегралом и позволяет 

понизить порядок системы на две единицы. В этом случае в 

процедуре понижения порядка используется свойство автоном-

ности системы, которое позволяет исключить время t  и вы-

брать в качестве независимой переменной, играющей роль вре-

мени, одну из обобщенных координат. Полагая, что 
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0
1
 pH , выразим из уравнения (48) обобщенный импульс 

1
p : 

),,...,,,...,,(
2211

hppqqqKp
nn

 ,                                           (49)   

а обобщенную координату 
1

q  выберем в качестве независимой 

переменной. Из уравнений Гамильтона выразим производные 

от переменных 
kk

pq ,  ( nk ,...2 ) по координате 
1

q :  

11
pH

pH

dq

dq
kk




 ,   

11
pH

qH

dq

dp
kk




 .                                       (50) 

Учитывая, что подстановка выражения (49) в уравнение (48) 

обращает это уравнение в тождество 

hhppKqqqH
nn

 ),,...,,,,...,,(
221

,                                                

и дифференцируя это тождество по переменным 

kk
pq , ( nk ,...2 ), получим 

0
1















kk
q

K

p

H

q

H
,    0

1















kk
p

K

p

H

p

H
.                                            

С учетом этих равенств уравнения (50) приводятся к виду 

k

k

p

K

dq

dq






1

,    
k

k

q

K

dq

dp






1

;    nk ,...,2                                (51) 

Уравнения (51) носят название уравнений Уиттекера. Они 

образуют замкнутую систему из 22 n  уравнений для 22 n  

неизвестных 
kk

pq ,  ( nk ,...2 ), а координата 
1

q  играет роль 

времени. Уравнения (51) имеют гамильтонову форму (3), а в 

роли функции Гамильтона выступает функция K  (49), называ-

емая функцией Уиттекера. 

Общее решение системы (51) будет иметь вид 

),,...,,(
2211

hccqxq
nkk 

 , ),,...,,(
2211

hccqyp
nkk 

 ; nk ,...,2 , (52) 
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а та часть решения, которой определяется поведение коорди-

нат, будет описывать множество траекторий в координатном 

пространстве системы. 

Если общее решение (52) системы (51) найдено, то закон 

движения исходной гамильтоновой системы в зависимости от 

времени определяется следующей процедурой. Из уравнения 

Гамильтона 
11

pHq   после подстановки в его правую часть 

выражений (49) и (52) получим уравнение с разделяющимися 

переменными  

),,...,,(
22111

hccqFq
n

 , 

решение которого ),,,...,(
12111

thccxq
n

  определяется квадрату-

рой 

12

2211

1

),,...,,( 



 n

n

ct
hccqF

dq
. 

После подстановки этого решения в (52) находится зависи-

мость переменных 
kk

pq ,  ( nk ,...2 ) от времени, а затем по 

формуле (49) определяется зависимость 
1

p  от времени. 

3.5. Теорема Лиувилля об интегрируемых системах  

Теорема Лиувилля дает достаточные условия интегрируемо-

сти гамильтоновых систем. Прежде чем приступить к форму-

лировке этой теоремы, дадим определение инволюции: 

Функции ),,(),...,,,(
1

tftf
m

pqpq  образуют систему в инволю-

ции, если все их скобки Пуассона ),...,1,(),( mkjff
kj

  тожде-

ственно равны нулю.  

Обозначив через f  m -мерный вектор-столбец, составлен-

ный из функций 
m

ff ,...,
1

, условие их инволюции можно запи-

сать в виде (см. формулу (24) настоящего параграфа) 
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0

















q

f

p

f

p

f

q

f T

T

T

T
.                                                        (53) 

Теорема Лиувилля. Если гамильтонова система порядка 

n2  имеет n  независимых первых интегралов в инволюции, то 

она интегрируется в квадратурах. 

Доказательство. Запишем уравнения, определяющие ука-

занные в теореме первые интегралы, в векторном виде 

0),,,( αpqf t .                                                                      (54)       

Здесь α  – n -мерный вектор произвольных постоянных. Значе-

ния этих постоянных однозначно определяются значениями 

t,,pq . Поэтому уравнение (54) разрешимо  относительно α , 

т.е. 

0)det(  Tαf .                                                                    (55)         

Вследствие независимости первых интегралов система (54) 

разрешима относительно некоторой группы из n  переменных. 

Полагая, что  

0)det(  Tpf ,                                                                    (56) 

выразим в явном виде импульсы: 

),,( αqψp t .                                                                         (57)                     

Подставляя эти выражения в уравнения (54), получим тожде-

ство 

0),,),,(,( ααqψqf tt .                                                           (58)    

Дифференцируя это тождество по переменной q , получим  

TTT q

ψ

p

f

q

f













.                                                                  (59)  

Подставляя это выражение в условие инволюции (53), будем 

иметь  
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0



















































p

f

q

ψ

q

ψ

p

f

p

f

q

ψ

p

f

p

f

q

ψ

p

f TT

TT

TT

T

T

TT
. 

Это матричное равенство после сокращения на невырожден-

ную матрицу Tpf   принимает вид  

0









q

ψ

q

ψ T

T
.                                                                      (60) 

Из него следует, что матрица Tqψ  – симметрическая, и по-

этому в силу теоремы об условиях интегрируемости существу-

ет функция ),,( αq tS , такая, что  

q
αqψ






S
t ),,( .                                                                      (61)      

Обозначим через ),,(* αq tH  функцию, получаемую из функ-

ции Гамильтона ),,( tH pq  после подстановки вместо импуль-

сов их выражений (57), т.е. 

)),,,(,(),,(* ttHtH αqψqαq  .                                              (62)  

Для частных производных функции *H  получим следующие 

выражения:  

 
pq

ψ

qq 















 HHH T*

,      
pα

ψ

α 










 HH T*

.                       (63)      

По условию теоремы функции (57) удовлетворяют уравне-

ниям Гамильтона. Поэтому имеем 

q

ψ

pq

ψψ
q

q

ψ
ψp






























H

t

H

t TT
 .                       (64) 

Из соотношений (63), (64) при учете (60) получаем равенство 

t

H











ψ

q

*

.                                                                         (65) 
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Из равенств (60) и (65) следует симметричность матрицы  














tHH

t

T

T

** q

ψqψ
,                                                      (66) 

вследствие чего по теореме об условиях интегрируемости су-

ществует функция ),,( αq tS , которая помимо (61) удовлетворя-

ет уравнению  

t

S
H




 * .                                                                             (67) 

При этом решение системы (61), (67) определяется с точностью 

до слагаемого )(α  следующей формулой: 

 dtHtttS T
 
1

0

* )],,(),,([),,( αqαqψqαq .                    (68) 

Перейдем теперь к заключительной части доказательства 

теоремы. Покажем, что вектор-функция 

 ααU(q,  St),                                                                  (69) 

– первый интеграл системы. Вычисляя полную производную по 

времени от этой функции в силу уравнений Гамильтона, будем 

иметь 

αpαqααα 



























t

SHS

t

S
H

SS

dt

d
T

222

),()( .                (70) 

Отсюда, учитывая соотношения (61), (63) и (67), получим  

0)()( *
2






























t

S
H

t

SHS

dt

d T

ααpα

ψ

α
.                   (71) 

Таким образом, n -мерная вектор-функция (9) является пер-

вым интегралом системы, т.е. переменные q  удовлетворяют 

системе уравнений 
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β
α

αq,
αq,U 






),(
),(

tS
t ,                                                     (72) 

где β  – n -мерный вектор произвольных постоянных.  

Покажем, что из уравнений (72) можно в явном виде найти 

решение ),,( tβαqq  . По теореме о неявных функциях система 

(72) разрешима относительно q , если выполняется условие 

0detdet
2



























αqq

U
TT

S
.                                                (73) 

Дифференцируя тождество (58) по α  и учитывая (61), получим  

  
p

f

αqp

f

α

ψ

α

f





















 T

T

TTT S2
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Отсюда в силу неравенств (57), (58) следует условие (73). 

 Таким образом, уравнения (72) представляют собой систему 

из n  независимых первых интегралов, из которой с помощью 

квадратур находится общее решение для обобщенных коорди-

нат: ),( tα.βqq  . После постановки этого решения в (57) нахо-

дится общее решение для обобщенных импульсов: ),( tα.βpp  . 

Теорема доказана. 

Отметим, что условие (56) разрешимости первых интегралов 

(54) относительно импульсов не является принципиальным и 

использовалось только для упрощения доказательства теоремы. 

Доказанную теорему можно трактовать таким образом, что 

для гамильтоновой системы порядка n2  при наличии n  первых 

интегралов в инволюции можно найти еще n  дополнительных 

первых интегралов, которые в совокупности с исходными 

определяют общее решение системы.  

Следствие. Гамильтонова система второго порядка, име-

ющая первый интеграл, интегрируется в квадратурах. 

Рассмотрим теперь вопрос о понижении порядка гамильто-

новой системы в случаях 1º–3º, когда гамильтониан системы 

имеет структуру (28), (30), или (32). В каждом из этих случаев 
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учет первых интегралов (29), (31), или (33), соответственно, 

позволяет записать уравнения для неотделимых переменных 

pq ~,~  в виде замкнутой канонической системы порядка )(2 mn   

с функцией Гамильтона ),~,~,(
~

tHH pqc , где c  – произвольные 

постоянные первых интегралов. Если будет найдено общее ре-

шение этой системы  

),~,(~~ tccxq  ,  ),~,(~~ tccyp  ,                               

то после его подстановки в уравнения движения для отделимых 

переменных получится «приведенная» замкнутая каноническая 

система порядка m2  с функцией Гамильтона  

1º. )),,~,(~),,~,(~),,(),...,,((
111

* tttpqfpqfHH
mmm

ccyccx , 

2º. )),,~,(~),,~,(~),,,...,,((
11

* tttpqpqfHH
mmm

ccyccx , 

3º. )),,~,(~),,~,(~),,,...,,((
11

* tttpqpqfHH
mm

ccyccx . 

Из структуры функции *H видно, что приведенная система 

имеет те же первые интегралы, что и исходная система. При 

этом в случаях 1º, 2º система имеет m  первых интегралов (29), 

(31), в каждом из которых фигурирует только одна пара сопря-

женных переменных: 

mkpqf
kkk

,...,1;0),,( α .                                                (74) 

Такие первые интегралы образуют, очевидно, систему в инво-

люции. Поэтому в силу теоремы Лиувилля в указанных случаях 

приведенная система интегрируется в квадратурах.  

Таким образом, в случаях 1º, 2º m  первых интегралов (29), 

(31) позволяют понизить порядок исходной гамильтоновой си-

стемы на m2  единиц, а при nm   система интегрируется в 

квадратурах. Аналогичное утверждение имеет место и для слу-

чая 3º, если функция f  имеет структуру вида (34), поскольку 

первые интегралы (38) тоже образуют систему в инволюции. 
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§4. Принцип Гамильтона 

4.1. Принцип Гамильтона для лагранжевых систем 

Рассмотрим лагранжеву систему – систему, уравнения кото-

рой определяются одной функцией Лагранжа ),,( tL qq  и запи-

сываются в виде 

0









qq

LL

dt

d


,                                                                       (1) 

где q  – n -мерный вектор независимых обобщенных коорди-

нат. Такими уравнениями описываются голономные механиче-

ские системы, в которых обобщенные силы имеют обычный 

потенциал ),( tΠ q , или обобщенный потенциал ),,( tV qq . В 

указанных случаях лагранжиан определяется формулой 

ΠTL  , или  VTL  , соответственно, где T – кинетиче-

ская энергия системы.  

Дадим определения, необходимые для дальнейшего изложе-

ния. 

Расширенным координатным пространством системы 

называется )1( n -мерное пространство обобщенных коорди-

нат q  и времени t . Те кривые )(tq  в этом пространстве, кото-

рые соответствуют действительным траекториям движения си-

стемы с заданным лагранжианом ),,( tL qq , т.е. являются реше-

ниями уравнений (1), будем называть прямыми путями этой 

системы и обозначать через )(* tq , а все остальные кривые – 

окольными путями для этой системы. 

Действием по Гамильтону называется следующий функци-

онал: 


1

0

),,(

t

t

dttLW qq .                                                                     (2) 

Этот функционал ставит в соответствие каждой кривой )(tq , 

непрерывно дифференцируемой на отрезке ],[
10
tt , некоторое 
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число W . Значения этого интеграла зависят как от кривой )(tq , 

которую можно условно называть аргументом функционала, 

так и от структуры лагранжиана ),,( tL qq . 

Обозначим через )()( tt qε   произвольную непрерывно 

дифференцируемую на отрезке ],[
10
tt  вектор-функцию, кото-

рую будем называть вариацией кривой )(tq , и запишем прира-

щение функционала (2), получаемое при переходе от кривой 

)(tq  к кривой )()( tt εq  :  

 
1

0

1

0

),,(]),(),[(

t

t

t

t

dttLdttLW qqεqεq  .                            (3) 

Первой вариацией функционала (2) на кривой )(tq  называ-

ется линейная по ε  и ε  часть выражения (3) , т.е. 

 


















1

0
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t

t

TT
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ε
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ε
q 

 .                                                 (4) 

Интегрируя первое слагаемое в выражении (4) по частям  
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
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
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ε

q
ε

q
ε


 , 

получаем следующую формулу для вариации действия по Га-

мильтону: 

 











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















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1

0

1

0
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t

t

T

t

t

T
t

dt
LL

dt

dL
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qq
ε

q
ε

q 
 .                              (5) 

При формулировке принципа Гамильтона в качестве допу-

стимых вариаций кривой )(tq  используются всевозможные 

непрерывно дифференцируемые на отрезке ],[
10
tt  функции 

)(tε , удовлетворяющие граничным условиям 

0)(
0
tε ,    0)(

1
tε .                                                                (6) 
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Такие вариации представляют собой всевозможные «деформа-

ции» кривой, оставляющие на месте точки )(
00

tqq   и 

)(
11
tqq  . 

Теорема (принцип Гамильтона). Если кривая )(* tq , соеди-

няющая две точки },{
00

qt  и },{
11

qt  расширенного координат-

ного пространства, является прямым путем системы с ла-

гранжианом ),,( tL qq , то при любом допустимом варьирова-

нии этой кривой первая вариации функционала (2) равна нулю: 

0),,(
1

0

* )(
 

t

t
t

dttLW qq
q

 .                                                   (7)     

Иначе говоря, на прямом пути системы действие по Га-

мильтону принимает стационарное значение.  

Утверждение теоремы следует непосредственно из формулы 

(5) при учете условий (6) и того, что каждая точка прямого пу-

ти удовлетворяет уравнениям Лагранжа (1).  

 

Обратная теорема. Если на некоторой дважды непрерывно 

дифференцируемой кривой )(tq , соединяющей точки },{
00

qt  и 

},{
11

qt  расширенного координатного пространства, функцио-

нал (2) принимает стационарное значение, то эта кривая яв-

ляется прямым путем системы с лагранжианом ),,( tL qq . 

0
q  

q  

1
q  

0
t  

1
t  t  

)(* tq  

)()(* tt εq   
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Для доказательства этой теоремы используется основная 

лемма вариационного исчисления, которая гласит [7]:  

Если )(xf  – непрерывная функция на отрезке ],[ ba  и для 

любой непрерывно дифференцируемой на этом отрезке функ-

ции )(xε  выполняется равенство 

0)()( 
b

a

T dxxx fε ,  

то 0)( xf  на ],[ ba . 

По условиям обратной теоремы для произвольной функции 

)(tε , удовлетворяющей условиям (6), выполняется равенство 

0
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0

)(
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










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










 

t

t

T
t

dt
LL

dt

d
W

qq
ε

q 
 .                                     (8) 

При этом вследствие того, что )(tq  – дважды непрерывно диф-

ференцируемая функция, выражение в скобках под интегралом 

(8) будет непрерывной функцией времени. Поэтому из равен-

ства (8) в силу основной леммы следует, что кривая )(tq  долж-

на удовлетворять уравнениям (1), т.е. является прямым путем 

системы с лагранжианом ),,( tL qq . 

В вариационном исчислении уравнения (1) носят название 

уравнений Эйлера, а кривые, определяемые этими уравнения-

ми, называются экстремалями функционала (2). При этом зада-

ча нахождения экстремалей, соединяющих две заданные точки 

расширенного координатного пространства, называется зада-

чей с закрепленными концами. Именно в этой задаче в качестве 

допустимых вариаций кривых используются функции )(tε , 

удовлетворяющие граничным условиям (6). 

Заметим, что в классе непрерывно дифференцируемых функ-

ций вариационная задача с закрепленными концами может не 

иметь решения, а если решение существует, то оно может быть 

не единственным. 
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Остановимся вкратце на вопросе о характере экстремума 

действия по Гамильтону на прямых путях системы. Ответ зави-

сит от наличия или отсутствия на прямом пути сопряженных 

кинетических фокусов.  

Две точки A  и *A  расширенного координатного простран-

ства называются сопряженными друг к другу кинетическими 

фокусами, если краевая задача определения экстремали, соеди-

няющей эти точки, имеет особенность. В большинстве случаев 

такая особенность выражается в том, что эти точки соединяют-

ся бесконечным числом прямых путей системы. 

Установлено, что если на отрезке прямого пути отсутствуют 

кинетические фокусы, сопряженные начальной точке, то дей-

ствие по Гамильтону на этом пути принимает строгий локаль-

ный минимум. В противном случае существует такое варьиро-

вание прямого пути с закрепленными граничными точками, 

при котором приращение функционала действия принимает 

нулевые или отрицательные значения (речь идет о приращени-

ях функционала, получаемых за счет вариаций высших поряд-

ков; первая вариация функционала действия на любом прямом 

пути равна нулю).  

Заметим, что кинетические фокусы, если они есть в системе, 

располагаются на некотором конечном расстоянии друг от дру-

га. Поэтому, если начальная и конечная точка прямого пути 

выбраны достаточно близко друг к другу, то действие по Га-

мильтону будет принимать на этом пути локальный минимум. 

В связи с этим принцип Гамильтона часто называют принци-

пом наименьшего действия. 

4.2. Принцип Гамильтона для голономных систем         

общего вида 

Рассмотрим голономную систему общего вида, описывае-

мую уравнениями 

Q
qq
















 TT

dt

d


.                                                                  (9)     
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Пусть кривая )(* tq , соединяющая две точки },{
00

qt  и },{
11

qt  

расширенного координатного пространства, является прямым 

путем этой системы. Рассматривая непрерывно дифференциру-

емые вариации этой кривой )()( tt qε  , получим для вариации 

кинетической энергии следующее выражение: 
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
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

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
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

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

qq
ε

q
ε

q
ε

q
ε

TT

dt

dT

dt

dTT
T TTTT


 .       (10) 

Учитывая уравнения Лагранжа (9), будем иметь  















q
εQε


T

dt

d
T TT .                                                        (11)            

Отсюда, рассматривая допустимые вариации )(tε , т.е. вариа-

ции, удовлетворяющие граничным условиям (6), получаем 

 0)(
1

0


t

t

dtAT  .                                                                 (12)    

Здесь 

QqQε TTA                                                                     (13)    

– элементарная работа активных сил на виртуальном переме-

щении системы, обусловленном вариацией )()( tt εq   вектора 

q  в момент времени t . 

Таким образом, для голономных систем общего вида прин-

цип Гамильтона заключается в том, что при любом допустимом 

варьировании прямого пути интеграл (12) равен нулю.  

Обратное утверждение формулируется следующим образом:  

Если при любом допустимом варьировании дважды непрерыв-

но дифференцируемой кривой )(tq , соединяющей точки },{
00

qt  

и },{
11

qt ,  интеграл (12) равен нулю, то эта кривая является 

прямым путем системы.  
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Доказательство этого утверждения проводится аналогично 

доказательству обратной теоремы для лагранжевых систем. 

Используя формулы (10) и (13), получим  
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При учете того, что допустимые вариации )(tε  удовлетворяют 

граничным условиям (6), равенство (12) записывается в виде 

0
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Отсюда на основании основной леммы получаем, что рассмат-

риваемая кривая удовлетворяет уравнениям (9). 

Отметим, что в общем случае равенство (12) не сводится к 

условию стационарности некоторого функционала, как это 

имеет место для лагранжевых систем. Только в том случае, ко-

гда силы потенциальны, или обобщенно потенциальны, эле-

ментарная работа QqTA    выражается в виде изохронного 

дифференциала некоторой функции, а равенство (12) принима-

ет вид (7). 

4.3. Формула преобразования лагранжиана  

при замене координат и времени 

Используя принцип Гамильтона,  исследуем вопрос о преоб-

разованиях уравнений Лагранжа (1) при замене координат и 

времени.  

Уравнения Лагранжа, как известно, ковариантны относи-

тельно преобразований координат. Выясним, обладают ли эти 

уравнения таким же свойством по отношению к преобразова-

ниям координат и времени. 

Рассмотрим невырожденное преобразование   

)
~

,~( tqqq  ,     )
~

,~( ttt q ,                                                      (14) 
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где q~  и t
~

 – новые координаты, и новое время. При таком пре-

образовании кривая )(tq , соединяющая точки },{
00

qt  и },{
11

qt , 

переходит в кривую )
~

(~ tq , соединяющую точки }~,
~

{
00

qt  и 

}~,
~

{
11

qt , а интеграл (2) действия по Гамильтону записывается в 

новых переменных в виде 

tdLtd
td

dt
LdttLW

t

t

t

t

t

t

~~~
~),,(

1

0

1

0

1

0

~

~

~

~
  qq ,                                   (15) 

где подынтегральная функция 

 
td

dt
tLt

td

d
L ~),,()

~
,~,~

~
(

~
qqq

q                                                      (16) 

выражена через новые переменные tdd
~~q , q~ , t

~
.  

Прямым путям системы )(* tq  в исходных переменных будут 

соответствовать в пространстве новых переменных прямые пу-

ти )
~

(~* tq . При этом, поскольку в исходных переменных прямые 

пути )(* tq  соответствуют экстремалям функционала (15), то в 

новых переменных экстремалями этого же функционала будут 

прямые пути )
~

(~* tq . В силу обратной теоремы принципа Га-

мильтона экстремали функционала (15) в новых переменных 

описываются уравнениями 

0~

~

~

~

~ 








qq

LL

td

d
;    

td

d
~

~
~ q
q  .                                                 (17)    

Отсюда следует, что уравнения Лагранжа (1) ковариантны по 

отношению к преобразованиям (14), а лагранжиан системы в 

новых переменных определяется формулой (16).  

Чтобы выражение (16) для нового лагранжиана L
~

 записать 

в новых лагранжевых переменных t
~

,~,~ qq , нужно выразить q  и 
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t  соотношениями (14), а для вычисления q  и tddt
~

 использо-

вать следующие формулы: 

t

tt

td

dt
T ~

~
~~









 q

q
,     

t

tt

t

dt

d

T

T

~
~

~

~
~

~




















q

q

q
q

q

q

q
q .                      (18) 

4.4. Теорема Эмми Нетер 

Нижеследующая теорема устанавливает связь между пер-

выми интегралами (законами сохранения) механических систем 

и свойством инвариантности их уравнений движения по отно-

шению к преобразованиям координат и времени. 

Отметим, что инвариантность уравнений по отношению к 

преобразованию переменных означает, что уравнения преобра-

зуются так же, как при тождественном преобразовании. В свою 

очередь, инвариантность уравнений движения лагранжевой си-

стемы будет иметь место в том случае, когда инвариантен от-

носительно преобразования лагранжиан системы, т.е. когда ла-

гранжиан L
~

 в новых переменных, вычисленный по формуле 

(16), имеет точно такую же структуру, что и старый лагранжи-

ан L .   

Рассматривается однопараметрическое семейство преобра-

зований координат и времени  

),,(~ tqψq  ,     ),,(  tq .                                             (19) 

Здесь q~  и   – новые координаты, и новое время, а   – пара-

метр. Предполагается, что преобразование (19) имеет обратное 

),,~( qqq  ,    ),,~( qtt  ,                                               (20) 

а при 0  оно тождественно, т.е. 

qqψq 


)0,,(~
0

t


,      tt 


)0,,(
0

q


.                       (21) 
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Теорема Эмми Нетер. Если лагранжиан системы ),,( tL qq  

инвариантен относительно преобразования (19), удовлетво-

ряющего условиям (20), (21), то эта система имеет первый 

интеграл 

00

),,(),,(
 









 




tHtf T pq

ψ
ppq .                               (22) 

Под инвариантностью лагранжиана относительно преобра-

зования (19) подразумевается, что новый лагранжиан 

),~,~(
~

 qq ddL , вычисленный с помощью обратного преобразо-

вания (20) по формуле (16) 




d

dt
tLddL ),,(),~,~(

~
qqqq  ,                                                (23)  

имеет точно такую же структуру, что и старый лагранжиан L , 

т.е. L
~

 не зависит от   и 

),~,~(),~,~(
~

 qqqq ddLddL  .                                           (24)   

Иными словами, при наличии инвариантности новый ла-

гранжиан L
~

 получается формальной заменой в функции L  

старых лагранжевых переменных t,,qq  на новые переменные 

,~,~ qq .  

Доказательство. Из условий (21) теоремы следует 

q
ψ


0dt

d
,    1

0






dt

d
.                                                      (25)          

Отсюда, используя тождество   

dt

d

dt

d

d

d ψψ





,                                                                        (26) 

получаем 



 75 

q
ψ 

0d

d
.                                                                            (27) 

Введем обозначения 

0






ψ
η ,     

0







 .                                                    (28) 

Учитывая перестановочность операций дифференцирования по 

  и t , имеем 

dt

d

dt

d ηψ






















0
,     

dt

d

dt

d 

 






















0

.                     (29) 

Кроме того, дифференцируя тождество (26) по параметру  , 

получим 

dt

d

dt

d

d

d η
q

ψ


























 


0

.                                               (30) 

Условие теоремы об инвариантности лагранжиана по отно-

шению к преобразованию (19) можно записать в виде  

),,(),,( tL
dt

d

d

d
L qqψ

ψ 





.                                                   (31)  

Поскольку правая часть этого равенства не зависит от  , то не 

зависит от   и левая часть. Поэтому, дифференцируя левую 

часть по параметру   и полагая 0 , получим при учете вто-

рого из соотношений (25) следующее равенство: 

0)()( 

































dt

d
L

t

LL

d

dL 







ψ

q

ψ

q
. 

После подстановки выражений (27)-(30) будем иметь 

0)( 



















dt

dL
L

t

LL

dt

dL 
 q

q
η

q

η

q



.                       (32) 
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С учетом уравнений Лагранжа (1) это равенство преобразу-

ется к виду 

0)( 

























 q
q

η
q



L

L
dt

dL

dt

d
.                                     (33) 

Отсюда, учитывая определение обобщенных импульсов и 

функции Гамильтона 

q
p





L

,   LH  qp  , 

получаем, что функция (22) является первым интегралом си-

стемы. Теорема доказана.  

Замечание. Для проверки инвариантности лагранжина до-

статочно убедиться, что полученное с помощью формулы (23) 

выражение не зависит от  . Действительно, в силу соотноше-

ний (25), (27) и условий (21) при 0  новый лагранжиан (23) 

будет тождественно совпадать со старым. Поэтому при отсут-

ствии зависимости L
~

 от   инвариантность будет иметь место 

при любых значениях  . 
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§5. Канонические преобразования 

5.1. Локальный критерий каноничности  

Для гамильтоновой системы с n  степенями свободы урав-

нения движения, записанные в векторно-матричной форме, 

имеют вид  

q
p

p
q











HH  ,  
x

Jx





H ;                                         (1) 











p

q
x ,   














0

0

n

n

E

E
J .                                                       (2) 

Здесь x  – n2 -мерный вектор-столбец фазовых переменных 

pq, , ),( tH x  – гамильтониан, 
n

E  – единичная матрица порядка 

n , J  – матрица порядка n2 , называемая симплектической еди-

ницей, обладающая свойствами:  

JJJ  T1 ,    
n

T
2

EJJ  ,   1det J .                                (3) 

Уравнения Лагранжа, как известно, ковариантны относи-

тельно преобразований обобщенных координат, причем «но-

вая» функция Лагранжа определяется как «старая» функция 

Лагранжа, выраженная через новые переменные.  

Уравнения Гамильтона (1) свойством ковариантности отно-

сительно произвольных преобразований фазовых переменных 

не обладают, т.е. гамильтонова система в результате преобра-

зования переменных может оказаться не гамильтоновой.  

Определение. Каноническими называются невырожденные 

преобразования фазовых переменных 

    ),( txyy  ;   









p

q
y ~

~
,                                                          (4) 

переводящие любую гамильтонову систему в гамильтонову 

систему. Это означает, что ),(
~

),( tHtH yx  , такая, что кано-
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нические уравнения (1) и в новых переменных y  будут иметь 

каноническую форму  

 
y

Jy





H
~

 .                                                                               (5)                                   

Иными словами, каноническими называются все преобразо-

вания, относительно которых ковариантны канонические урав-

нения Гамильтона.   

Канонические преобразования используются для упрощения 

уравнений движения гамильтоновых систем, в частности, в за-

дачах интегрирования.  

При использовании канонических преобразований задача 

определения конкретного вида уравнений движения в новых 

переменных сводится к нахождению одной функции – функции 

Гамильтона в новых переменных. Для произвольных (не кано-

нических) преобразований такого простого алгоритма опреде-

ления уравнений движения в новых переменных нет.  

Отметим, что из приведенного определения непосредствен-

но не следует, по каким формулам вычисляется «новый» га-

мильтониан H
~

. Ответ на этот вопрос будет дан после того, как 

будут получены условия каноничности преобразования. 

Для вывода условий каноничности преобразования будет 

использоваться несколько вспомогательных утверждений, в 

которых ),( txf , ),( txψ  – n2 -мерные вектор-функции фазовых 

переменных x  и времени t , A  – постоянная матрица. 

1) Правило дифференцирования билинейной формы (§1): 

  fA
x

ψ
Aψ

x

f
Aψf

x

T
TT

T














                                              (6)     

2) Тождество: 

T

T
T

T

T
T
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T
x

f
A

x

ψ

x

ψ
A

x

f
Aψ

x

f

x
Aψ
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x 


















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




































   (7)  
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Для доказательства тождества (7) запишем выражение в 

скобках в виде 


 







n

s

s
s

T f2

1

)(Aψ
x

Aψ
x

f
 

Тогда при учете (6) получим для левой части (7) выражение: 


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s
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T
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1
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)(Aψ
xxxxx

f
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x

ψ

x
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Отсюда ввиду симметричности матрицы вторых производных 

от любой скалярной функции sf  следует тождество (7). 

3) Теорема 5.1. Для того, чтобы при любой скалярной 

функции ),( tH x  существовала скалярная функция ),( tΦ x , удо-

влетворяющая уравнению  

x

f

x
JFxψ
















Φ

t

H
t),( ;       

x

f

x

f
F











T

T
,                      (8) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось матричное 

тождество 

JF c ,                                                                                     (9)     

где c  – постоянная. 

Доказательство. По теореме об условиях интегрируемости 

для существования функции ),( tΦ x  необходимо и достаточно, 

чтобы матрица T
xψ  была симметрической, т.е.  

0









x

ψ

x

ψ
T

T
.                                                                    (10) 

Введем обозначение xJh  H . Тогда при учете тождества 

(7), перестановочности операций  x  и t , и равенства 

k

n

k k
T

h
x


 







2

1

f
h

x

f
                                                                  (11) 
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условие (10) запишется в виде  

Tk

n

k k

TT H

t
h

x xx
H

FF
FHJFJH




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







 



22

1

;0 .                 (12) 

Здесь H  – симметрическая матрица вторых производных 

функции H . Условие (12) должно выполняться для любых 

функций H . Для линейных по x  функций, таких что  bh  , где 

b  – произвольный постоянный вектор, получим 

0
2

1











 t

b
x

k

n

k k

FF
. 

Ввиду произвольности выбора компонент kb  отсюда следует 

0,2,...,1;0 









t
nk

xk

FF
,                                                (13) 

т.е. F  – постоянная матрица.  

При учете (13) условие (12) принимает вид 

T
CHHC  ;     FJC                                                         (14) 

Рассматривая различные варианты матриц H , легко убедиться, 

что некоторая постоянная матрица C  может удовлетворять 

уравнению (14) для любых симметрических матриц H  в том и 

только в том случае, если EFJC c , где E  – единичная 

матрица, c – постоянная. Отсюда следует тождество (9): JF c . 

Теорема доказана. 

Определим условия каноничности преобразования. Обозна-

чим через M  матрицу Якоби преобразования (4): 

T
x

y
M




 ;  0det M .                                                         (15) 

Пусть это преобразование переводит любую гамильтонову си-

стему в гамильтонову систему. Из уравнений (5) и (1) имеем 

y
J

y

x
MJ

y
xMy





















H

t

H

t

~
 .                                  (16)                                            
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Умножив обе части этого равенства слева на матрицу JMT , и 

учитывая формулы связи между производными 

y
M

yx

y

x 















 HHH T
T ~~~

,                                                     (17) 

получим уравнение 

x

y
JM

x
JMJM













 H

t

H TT

~
.                                          (18)  

Покажем, что уравнение (18) можно записать в виде (8), ес-

ли в качестве ),( txf  взять вектор-функцию  

 JyMJy
x

y
f

T
T

2

1

2

1





 .                                                        (19) 

Для этой функции матрица F  (8) при учете тождества (7) запи-

сывается в виде  

JMM
x

f

x

f
F T

T

T










 .                                                     (20)  

Для производной tf  получим выражение 

ttt

T
T





























 y
JMJy

y

x

f

2

1
                                             (21) 

Из соотношений (19) – (21) следует, что уравнение (18) запи-

сывается в виде (8):  

x

f

x
JF













 Φ

t

H
;  H

t
Φ

T
~

2

1





 Jy

y
.                                (22) 

По определению канонических преобразований для любой 

функции H  должна существовать функция Φ , удовлетворяю-

щая уравнению (22). На основании теоремы 5.1, учитывая тож-

дество (20), приходим к следующей формулировке условий ка-

ноничности: 
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Теорема 5.2 (критерий каноничности). Для каноничности 

преобразования (4) необходимо и достаточно, чтобы матрица 

Якоби (15) удовлетворяла тождеству  

JMJM cT  ,                                                                         (23) 

где 0c  – постоянная, называемая валентностью преобразо-

вания. Условие 0c  вытекает из требования о невырожденно-

сти преобразования, поскольку из равенства (23) якобиан пре-

образования определяется формулой   

nc22)(det M .                                                                       (24) 

Матрицы M , удовлетворяющие равенству (23), называются 

обобщенно симплектическими при 1c  и просто симплектиче-

скими при 1c . Каноническое преобразование при 1c  назы-

вается унивалентным. 

Нетрудно убедиться, что преобразование, обратное к кано-

ническому, тоже является каноническим. Умножив равенство 

(23) слева на матрицу 1)( TM , а справа на матрицу 1M , полу-

чим, учитывая перестановочность операций обращения и 

транспонирования матриц, следующее равенство: 

c
T

JMJM  11 .                                                                (25)           

Отсюда следует, что матрица 1M  обратного преобразования 

удовлетворяет критерию (23), а валентность обратного преоб-

разования равна c1 . 

Отметим также, что обращением обеих частей равенства 

(25) критерий каноничности приводится к следующему виду: 

JMMJ cT  .                                                                        (26) 

Рассмотрим последовательность двух канонических преоб-

разований ),( txyy   и ),( tyzz   с валентностями 1c  и 2c , со-

ответственно. Матрицы Якоби этих преобразований 
TxyM 

1
 и TyzM 

2
 удовлетворяют критерию (23), а 
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матрица Якоби результирующего преобразования определяется 

выражением  

12
MM

x

y

y

z

x

z
M 















TTT
.  

Подставляя это выражение в критерий (23), получим 

JMJMMMJMMMJM 121121221 ccc TTTT  . 

Отсюда следует, что результирующее преобразование является 

каноническим, а его валентность равна произведению валент-

ностей последовательных преобразований. 

Критерий каноничности в форме (23), или (26), задает огра-

ничение на матрицу Якоби преобразования (4) в каждой точке 

фазового пространства и поэтому носит название локального 

критерия каноничности. С помощью этого критерия можно 

проверить на каноничность любое, заданное в явной форме, 

преобразование. Для решения задач, связанных с построением 

канонических преобразований, используются критерии кано-

ничности, записанные в терминах производящих функций.  

5.2. Критерий каноничности в терминах                       

производящих функций 

Теорема 5.3 (критерий каноничности). Для каноничности 

преобразования (4) необходимо и достаточно существование 

производящей функции ),,( tF pq  и постоянной (валентности) 

0c , удовлетворяющих уравнению 

),,(~~ tFdc TT pqqpqp   .                                               (27) 

Здесь и далее символом   обозначаются изохронные диф-

ференциалы функций (дифференциалы, вычисленные при «за-

мороженном» времени). Полные дифференциалы функций обо-

значаются символом d . Для независимых переменных опера-

ции   и d  совпадают. В критерии (27)  
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dt
t

dddd
TTT 



















q
qp

p

q
q

q

q
x

x

q
q

~
~

~~~
~ ,                    (28) 

dt
t

F
dFd

F
d

F
d

F
F

TTT 

















 p

p
q

q
x

x
 .                   (29) 

Доказательство. Критерий каноничности (23) при учете 

тождества (20) и формулы (19) записывается в виде  

 0
22













 
















 




T

TT

T

cc JxJyM

x

JxJyM

x
.                      (30) 

Равенство (30) является необходимым и достаточным условием 

существования функции 
*F , удовлетворяющй уравению 

x

JxJyM






 *

2

FcT

   *

2
F

cd TT








JxxJyy

              (31) 

При учете формул  

)~~(~~2),(2 pqpqJyypqpqJxx
TTTTTT               (32) 

2)~~(*
pqpq

TT cFF                                                         (33) 

уравнение (31) приводится к виду (27). Теорема доказана. 

Производящая функция F , фигурирующая в критерии (27), 

определяется с точностью до аддитивной функции времени. 

При этом, если преобразование не зависит от времени, то и 

функция F  не будет зависеть от времени. 

Дифференциальное равенство (27) эквивалентно системе 

уравнений 

q
pp

q

q








 F
c

T
~

~
,     

p
p

p

q








 FT
~

~
,                              (34)  

которая в подробной записи выглядит следующим образом: 
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F
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q

q
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


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











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11

; nk ,...,1 . (34*) 

Формула преобразования гамильтониана. Формулу для 

вычисления гамильтониана H
~

 в новых переменных pq ~,~  мож-

но получить из уравнения (22). При учете критерия (23) и выте-

кающего из соотношений (19) и (31) равенства 

)()(
**

t

FF

tt 





















xx
f  

уравнение (22) записывается в виде 


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





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




















Jy

y

xx t
H

t

F
Hc

T

2

1~
*

.                                  

Отсюда с точностью до аддитивной функции, зависящей толь-

ко от времени, функция H
~

 определяется формулой  

Jy
y

tt

F
cHH

T











2

1~
*

.                                                   (35) 

При учете (33) эта формула переписывается в виде  

t

F

t
cHH T











q
p

~
~~

.                                                        (36)                               

Для вычисления функции ),~,~(
~

tH pq  по формуле (36) нужно 

выразить «старые» переменные pq,  через «новые» переменные 

pq ~,~  по формулам обратного преобразования. При этом необ-

ходимо знать валентность c  и производящую функцию F (ес-

ли последняя зависит от времени). Для стационарных (не зави-

сящих от времени) преобразований формула (36) принимает 

упрощенный вид cHH 
~

 и для вычисления функции ),~,~(
~

tH pq  

знание производящей функции не требуется.  
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Основное тождество. Учитывая, что полные дифференциа-

лы функций выражаются через изохронные дифференциалы 

формулами (28), (29), равенства (27) и (36) можно записать од-

ним соотношением, называемым основным тождеством:  

dFHdtdcdtHd TT  )(
~~~ qpqp ;   0c .                        (37) 

Тождество (37) включает и критерий каноничности (27) и фор-

мулу (36) преобразования гамильтониана. 

Важное свойство основного тождества (37) состоит в том, 

что оно инвариантно относительно выбора независимых пере-

менных. При его использовании для исследования канонично-

сти преобразования в качестве независимых переменных мож-

но выбрать не только переменные },{ pq , но и другие наборы из 

n2  переменных, например, }~,{ qq , }~,{ pq , }~,{ qp , }~,{ pp . 

Запись условий каноничности через скобки Лагранжа. 

Представляя матрицу M  в блочном виде и используя правила 

перемножения блочных матриц, получим из критерия (23) сле-

дующее матричное равенство: 


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
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
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~~~~
],[ ,       ],[],[ TT pqqp             

– матрицы размера nn , называемые обобщенными скобками 

Лагранжа для вектор-функций  q~  и p~ , задающих преобразо-

вание. Через элементы этих матриц (обычные скобки Лагран-

жа) критерий каноничности (23) записываются в виде 
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Здесь 
ji

  – символы Кронекера. 

Запись условий каноничности через скобки Пуассона. 

Критерий каноничности, записанный в форме (26), выражается 

через функции q~  и p~ , задающие преобразование, следующим 

матричным равенством: 
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– матрицы размера nn , называемые обобщенными скобками 

Пуассона для вектор-функций  q~  и p~ . Через элементы этих 

матриц (обычные скобки Пуассона) условия каноничности (26) 

записываются в виде 
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






















 



n

s s

k

s

j

s

k

s

jk

T

jk

T

j

kjkj
T

q

p

p

p

p

p

q

ppppp
pp

qppq
pp . 

Примеры канонических преобразований. Из критерия 

(27) следует, что тождественное преобразование 

kkkk
ppqq  ~,~ ;      nk ,...,1                                           (40) 

является унивалентным ( 1c ) каноническим преобразованием 

с производящей функцией 0F . 

Преобразование 

nmkppqq

mjqppq

kkkk

jjjj

,...,1;~,~

,...,1;~,~




                                     (41)      

также является унивалентным каноническим преобразованием 

с производящей функцией 
j

m

j
j
pqF 




1

. С помощью этого пре-

образования можно поменять ролями обобщенные координа-

ты и обобщенные импульсы для любой пары сопряженных пе-

ременных 
jj

pq , .  

Рассмотрим линейное преобразование  

BpAqq ~ ,    DpCqp ~ ,                                              (42) 

где DCBA ,,,  – постоянные матрицы размера nn . Матрица 

Якоби этого преобразования определяется выражением 

DC

BA
M , 

а критерий каноничности (23) записывается в виде 
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0E

E0

BDDBADCB

BCDAACCA

n

n

TTTT

TTTT

c







)()(

)()(
. 

Отсюда получаем условия каноничности преобразования (42): 

0;,0,0  cc
n

TTTTTT EBCDABDDBACCA . (43) 

Производящая функция преобразования (42) определяется 

из уравнений (34), которые для рассматриваемого примера 

принимают вид 

q
pEDACqA






F
c

n
TT )( ,   

p
pDBCqB






FTT .    

Отсюда, учитывая последнее из равенств (43), находим 

BpCqDpBpCqAq TTTTTTF  22 .          

Преобразование растяжения qq ~ , pp ~  является ка-

ноническим с валентностью c  и производящей функцией 

0F . При таком преобразовании функция Гамильтона в но-

вых переменных выражается через функцию ),,( tHH pq  

формулой ),~,~(
~

tHH  pq . 

Замечание. Произвольное каноническое преобразование 

можно представить в виде комбинации унивалентного преобра-

зования и преобразования растяжения. Ввиду того, что преоб-

разование растяжения принципиально не изменяет структуру 

функции Гамильтона, для целей упрощения уравнений движе-

ния используются унивалентные канонические преобразования.  

Важный пример канонического преобразования дает ниже-

следующая теорема. 

Теорема 5.4. Фазовый поток любой гамильтоновой систе-

мы ),(
0

txψx   представляет собой унивалентное канониче-

ское преобразование начальных значений фазовых переменных 

0
x  в текущие значения x .  
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Доказательство. Положим )(
00
txx  . В момент времени 

0
t  

преобразование тождественное и матрица Якоби 

n
T

2
ExxM 

00
 удовлетворяет критерию (22) при 1c . По-

этому для доказательства теоремы достаточно установить, что 

матрица MJMF T  не меняется с течением времени.  

Вычислим  производную F  в силу канонических уравнений 

Гамильтона. Предварительно заметим, что в рассматриваемом 

случае полные производные по времени от x  и M  определя-

ются через частные производные следующими выражениями: 

t




ψ
x ,     )(

0
Tt x

ψ
M








 . 

Поэтому, используя перестановочность операций вычисления 

частных производных по 
0

x  и t , получим соотношение 

TTT tt
000

)()(
x

xψ

xx

ψ
M
























 , 

с учетом которого матрица F  запишется в виде 

  
























































x
J

x
J

x

x

x

x
JJ

xxx

x
J

x

x

x

x
J

x

x
F

HH
T

T

T

T

TT

T

T

T

00000000

 . 

На основании формул для производных от сложных функций 

имеем 

T

T

T

HH

xxx

x

xx 




















 2

00

,     
TTT

HH

0

2

0
x

x

xxxx 





















.  

С учетом этих равенств получим 

0
0

22

0



























TTT

T HH

x

x

xxxxx

x
F . 

Теорема доказана. 
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Отметим, что термин производящая функция не совсем точ-

но характеризует функцию ),,( tF pq , фигурирующую в крите-

рии (27), так как заданием этой функции и валентности 0c  

преобразование однозначно не определяется. К примеру, раз-

ные преобразования растяжения 

 nkppqq
kkkkkk

,...,1;~,~     

характеризуются одной и той же функцией 0F  и валентно-

стью 1c . Отмеченное обстоятельство не позволяет использо-

вать критерий в форме (27) для построения канонических пре-

образований. Критерий, позволяющий конструктивно строить 

канонические преобразования, удается получить при использо-

вании свободных канонических преобразований.  

Свободные канонические преобразования. Преобразова-

ние 

),,(~~ tpqqq  ,   ),,(~~ tpqpp                                                    (44)       

называется свободным, если в нем в качестве независимых пе-

ременных можно выбрать переменные qq ~, , т.е. формулы пре-

образования можно переписать в виде 

),~,( tqqpp  ,   ),~,(~~ tqqpp  .                                                (45) 

Преобразование (44), будет свободным, если 

  0~det  Tpq .                                                                   (46) 

В этом и только в этом случае можно выразить ),~,( tqqp  из 

первой группы уравнений (44), а затем из второй группы урав-

нений (44) найти ),~,(~ tqqp . 

Отметим, что тождественное преобразование не является 

свободным. 

Для свободных преобразований основное тождество (37) за-

писывается следующим образом: 

 ),~,()
~

(),~,(~),~,(~ tdSdtHcHdtcdt TT qqqqqpqqqp  , (47) 
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где ),~,( tS qq  есть функция F , выраженная через переменные 

t,~,qq , называемая производящей функцией свободного преоб-

разования.  

Приравнивая в обеих частях равенства (47) коэффициенты 

при независимых вариациях qq dd ,~ , получаем такую формули-

ровку критерия каноничности для свободных преобразований 

(критерий в qq ~, - описании): 

Теорема 5.5. Для каноничности свободного преобразования 

необходимо и достаточно существование производящей функ-

ции ),~,( tS qq  и постоянной 0c , таких, что 

   
q

p
q

p










S
c

S
,~

~ .                                                         (48) 

В свою очередь, приравнивая в обеих частях равенства (47) 

коэффициенты при dt , получаем формулу преобразования га-

мильтониана:  

 tSHcH 
~

.                                                                   (49) 

Для свободных преобразований проверка условий канонич-

ности сводится к проверке тождеств 

   0~

~

~

~











q

p

q

p T

T
, 0










q

p

q

p T

T
, 0~

~










TT

c
q

p

q

p
; 0c .  (50) 

Термин производящая функция адекватно характеризует 

функцию ),~,( tS qq . Если заданы ),~,( tS qq  и 0c , то уравнени-

ями (48) однозначно определяются формулы преобразования в 

виде (45). Для того, чтобы эти формулы приводились к виду 

(44), должно выполняться условие 

0~det
2













T

S

qq
.                                                                    (51)  
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Это условие гарантирует возможность выразить из второй 

группы уравнений (48) переменные q~  через t,,pq , а затем из 

первой группы уравнений (48) найти зависимость p~  от t,,pq . 

При условии (51) однозначно определяются и формулы об-

ратного преобразования. При этом зависимость ),~,~( tpqq  нахо-

дится из первой группы уравнений (48), а затем из второй 

группы определяется ),~,~( tpqp . 

Таким образом, все множество свободных канонических 

преобразований можно получить на основе формул (48), рас-

сматривая всевозможные функции ),~,( tS qq , удовлетворяющие 

условию (51), и постоянные 0c . 

5.3. Уравнение Гамильтона-Якоби  

В этом разделе излагается метод Якоби интегрирования ка-

нонических уравнений Гамильтона. Идея метода основывается 

на изложенных выше свойствах свободных канонических пре-

образований. 

Пусть задана гамильтонова система с гамильтонианом 

),,( tH pq . Ставится задача: найти такое свободное унивалент-

ное каноническое преобразование, в результате которого полу-

чится система с «новым» гамильтонианом 0
~
H . Тогда в но-

вых переменных уравнения Гамильтона будут иметь простей-

ший вид 0~ q , 0~ p  с очевидным общим решением 

 αq ~ ,   βp ~ ,                                                                      (52) 

где α  и β   n -мерные векторы произвольных постоянных, а за-

кон движения системы в исходных переменных pq,  будет 

определен по формулам обратного преобразования.  

Задача поиска указанного выше преобразования сводится к 

нахождению его производящей функции, которая вследствие 

(52) превращается в функцию ),,( tSS αq , и для которой 

условие (51) принимает вид 
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0det
2













T

S

αq
.                                                                  (53) 

В свою очередь, уравнение, из которого находится функция 

S , получается из формулы (49), если положить 0
~
H , 1c , а 

обобщенные импульсы в гамильтониане ),,( tH pq  заменить 

частными производными функции S  согласно формулам (48): 

qp  S . В итоге получается следующее уравнение в част-

ных производных, называемое уравнением Гамильтона-Якоби: 

0),,( 









t

S
t

S
H

q
q .                                                             (54)    

Определение. Полным интегралом уравнения Гамильтона-

Якоби (54) называется его решение ),,( tSS αq , удовлетворя-

ющее условию (53), и зависящее от n  произвольных постоян-

ных α . 

 Теорема Якоби. По полному интегралу ),,( tSS αq  урав-

нения Гамильтона-Якоби (54) общее решение гамильтоновой 

системы находится из системы уравнений  

),,( t
S

αqf
α

β 



 ,       ),,( t

S
αqg

q
p 




 ,                        (55) 

где β  – n -мерный вектор произвольных постоянных. 

 Действительно, уравнения (55) следуют из соотношений 

(48), (52) и задают в неявной форме закон движения системы в 

переменных pq, . Но по теореме о неявных функциях при вы-

полнении условия  

0detdet
2



























αqq

f
TT

S
, 

которое, очевидно, совпадает с условием (53), из первой груп-

пы уравнений (55) находится в явном виде решение 
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),( tβα,qq  , а после его подстановки во вторую группу урав-

нений (55) находится решение ),( tβα,pp  .  

Таким образом, если известен полный интеграл уравнения 

Гамильтона-Якоби, то процедура нахождения общего решения 

гамильтоновой системы сводится к вычислению производных 

qS  и αS  в уравнениях (55) и обращению функций.  

Уравнения (55) при выполнении условия (53) можно тракто-

вать как n2  независимых первых интегралов гамильтоновой 

системы, наличие которых и позволяет найти общее решение в 

явном виде. 

Постоянные βα,  в общем решении однозначно определяют-

ся через начальные условия )(
00

tqq  , )(
00

tpp  , поскольку в 

силу (53) из второй группы уравнений (55) можно найти в яв-

ном виде ),,( tpqαα  , а после подстановки в первую группу 

уравнений (55) определяется ),,( tpqββ  . 

По известному полному интегралу ),,( tS αq  однозначно 

определяется и гамильтониан системы. Он находится из урав-

нения (54) по формуле  

),,( t
t

S
H αq




 ,                                                            (56)  

в которую нужно подставить найденные из второй группы 

уравнений (55) функции ),,( tpqαα  , чтобы получить функ-

цию ),,( tHH pq .   

Таким образом, полный интеграл уравнения Гамильтона-

Якоби содержит всю информацию о гамильтоновой системе.  

В изложенном выше методе Якоби задача интегрирования 

канонических уравнений Гамильтона, представляющих собой 

обыкновенные дифференциальные уравнения, сводится к поис-

ку полного интеграла уравнения в частных производных (54).  

Для гамильтоновых систем произвольного вида общих ме-

тодов построения точных решений, равно как и методов 

нахождения полного интеграла уравнения Гамильтона-Якоби, 
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нет. Здесь мы рассмотрим так называемый метод разделения 

переменных, с помощью которого удается найти полный инте-

грал уравнения Гамильтона-Якоби в отдельных случаях, харак-

теризующихся специальной структурой функции Гамильтона.  

Суть метода разделения переменных состоит в том, что 

полный интеграл уравнения Гамильтона-Якоби ищется в виде 





n

k
kk

qStStS
1

0
),(),(),,( αααq ,                                         (57)  

т.е. в искомом решении должны быть разделены переменные 

n
qqt ...,,,

1
 так, что t  входит только в 

0
S , а 

k
q  только в 

k
S . За-

висимость функций 
0

S  и 
k

S  от α  при этом заранее не регла-

ментируется. Этим, собственно, идейная часть «метода» и 

ограничивается. Далее рассматриваются случаи разделения пе-

ременных, т.е. приводятся примеры функций Гамильтона, 

структура которых позволяет найти полный интеграл в виде 

(57), и излагается процедура поиска этого решения. Все эти 

случаи характеризуются наличием у гамильтоновой системы 

первых интегралов определенного вида. 

Случаи разделения переменных 

1º. Гамильтониан с отделимыми парами сопряженных пере-

менных:  

]),,(...,),,(),,([
222111

tpqfpqfpqfHH
nnn

 .                         (58) 

2º. Система вложенных функций («матрешка»): 

 ],[ tfHH
n

 ; nkpqfff
kkkkk

,...,2;),,(
1




, ),(
1111

pqff  . (59) 

3º.  ),( tfHH  ;   








n

k
kkk

n

k
kkk

pq

pq

f

1

1

),(

),(





  .                                (60) 
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В каждом из перечисленных случаев система имеет n  неза-

висимых первых интегралов (см. раздел «Уравнения Гамильто-

на»). В случае 1º первые интегралы выражаются функциями  

nkpqf
kkkk

,...,1;),(  .                                                   (61) 

В случае 2º первые интегралы имеет вид 

1111
),( pqf ,  nkpqf

kkkkk
,...,2;),,(

1



 .                (62) 

В случае 3º первые интегралы записываются в виде 

 
,),(),(

,1,...,1;),(),(

1

1










n

k
knnnnnnnn

kkkknkkkk

pqpqf

nkpqpqf





             (63) 

а функция 
n

f   является зависимым от (63) первым интегра-

лом. 

Рассматриваемые три случая характеризуются общим свой-

ством: система имеет n  независимых первых интегралов, в 

каждом из которых фигурирует только одна пара сопряжен-

ных переменных: 

nkpqf
kkk

,...,1;0),,( α ,                                                 (64) 

где α  – n -мерный вектор произвольных постоянных. Это об-

щее свойство позволяет изложить процедуру нахождения пол-

ного интеграла методом разделения переменных для всех трех 

случаев единообразно. 

Предполагаем, что каждый из первых интегралов (64) раз-

решим относительно импульсов, т.е. уравнения (64) можно пе-

реписать в виде 

nkqp
kkk

,...,1;),(  α                                                      (65) 

Тогда, выражая обобщенные импульсы по формулам (55), по-

лучим для слагаемых 
k

S  полного интеграла (57) следующие 

уравнения: 
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nkq
q

S

q

S
p

kk

k

k

k

k
,...,1;),( 









 α                                  (66) 

Отсюда функции 
k

S  находятся с помощью формул 

nkdqqS
kkkk

,...,1;),(   α                                             (67) 

Функция 
0

S  находится непосредственно из уравнения Га-

мильтона-Якоби с учетом того, что tStS 
0

, а гамильто-

ниан в каждом случае выражается через постоянные α  и время 

t . Для случая 1º получим 

0),,...,,(
021

 tStH
n

 . 

Отсюда находим 

   dttHS
n

),,...,,(
210

 .                                               (68) 

Для случаев 2º и 3º будем иметь 

0),(
0

 tStH
n

 .     dttHS
n

),(
0

 .                 (69)   

Покажем, что полученное решение действительно является 

полным интегралом, т.е. удовлетворяет условию (53).  

Обозначим через f  и ψ  вектор-функции, составленные из 

скалярных функций 
k

f  и 
k

 , фигурирующих в уравнениях (64) 

и (65). Тогда эти уравнения запишутся в виде 

0),,( αpqf .                                                                         (70) 

qαqψp  S),( .                                                              (71) 

Ввиду того, что значения постоянных α  однозначно опре-

деляются значениями pq, , уравнения (70) разрешимы  относи-

тельно α , т.е. 

0)det(  Tαf .                                                                    (72) 
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В свою очередь, условие разрешимости уравнений (70) от-

носительно импульсов описывается неравенством 

0)det(  Tpf .                                                                    (73) 

Учитывая, что подстановка выражений (71) в уравнения (70) 

приводит к тождеству  

0)),,(,( ααqψqf , 

и дифференцируя это тождество по α , получим 

  
qαp

f

α

ψ

p

f

α

f






















TTTTT

S2

. 

Из этого матричного соотношения в силу неравенств (72) и 

(73) следует неравенство (53). 

Замечание. В изложенной выше процедуре построения 

полного интеграла предполагалось, что все первые интегралы 

(64) разрешимы относительно импульсов. Это условие не явля-

ется принципиальным. Если, например, первые m  уравнений 

(64) неразрешимы относительно импульсов 
j

p , то они разре-

шимы относительно координат 
j

q . Поэтому с помощью унива-

лентного канонического преобразования (41) система приво-

дится к виду, в котором все первые интегралы (64) будут раз-

решимы относительно импульсов. 

В заключение докажем теорему Лиувилля об интегрируе-

мых системах с позиций уравнения Гамильтона-Якоби 

0),,( 









t

S
t

S
H

q
q .                                                             (74)  

Теорема Лиувилля. Если гамильтонова система порядка 

n2  имеет n  независимых первых интегралов в инволюции, то 

она интегрируется методом Якоби.  

Доказательство. Запишем уравнения, определяющие ука-

занные в теореме первые интегралы  
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0),,,( αpq tf
k

;   nk ,...,1    

в векторном виде 

0),,,( αpqf t .                                                                      (75)                                                              

Здесь α  – n -мерный вектор произвольных постоянных. Значе-

ния этих постоянных однозначно определяться значениями 

t,,pq . Поэтому уравнения (75) разрешимы  относительно α , 

т.е. 

0)det(  Tαf .                                                                     (76)         

Условие инволюции первых интегралов (все скобки Пуассо-

на ),(
kj

ff  тождественно равны нулю) записывается в виде 

0

















q

f

p

f

p

f

q

f T

T

T

T
.                                                        (77) 

Вследствие независимости первых интегралов система (75) 

разрешима относительно некоторой группы из n  переменных. 

Имея в виду, что преобразованием вида (41) можно поменять 

ролями координаты и импульсы для любой пары сопряженных 

переменных, без ущерба для общности можно считать, что си-

стема (75) разрешима относительно импульсов, т.е. 

0)det(  Tpf .                                                                    (78)                                              

Выражая из уравнений (75) импульсы 

),,( αqψp t ,                                                                         (79)                     

и учитывая, что pq S , получим следующую систему урав-

нений, эквивалентную уравнению (74): 

q
αqψ






S
t ),,( ,      

t

S
tH

n 





),,(*

1
αq .                        (80)   
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Здесь ),,(* αq tH  – функция, полученная из функции Гамильто-

на ),,( tH pq  после подстановки вместо импульсов их выраже-

ний (79).  

Покажем, что для системы (80) выполнены условия инте-

грируемости, т.е. существует решение ),,( αq tS . Дифференци-

руя тождество  

0),,),,(,( ααqψqf tt                                                             (81) 

по переменной q , получим  

TTT q

ψ

p

f

q

f













. 

Подставляя это выражение в условие инволюции (77), будем 

иметь  

0



















































p

f

q

ψ

q

ψ

p

f

p

f

q

ψ

p

f

p

f

q

ψ

p

f TT

TT

TT

T

T

TT
 

Отсюда после сокращения на невырожденную матрицу Tpf   

следует  

0









q

ψ

q

ψ T

T
.                                                                     (82) 

По условию теоремы функции (79) удовлетворяют уравне-

ниям Гамильтона. Поэтому имеем       

q

ψ

pq

ψψ
q

q

ψ
ψp






























H

t

H

t TT
 . 

Исключая отсюда производную qH  с помощью соотноше-

ния  

pq

ψ

qq 















 HHH T*
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 и учитывая (82), приходим к следующему равенству: 

t

H n














  ψ

qq

1
* 

.                                                           (83) 

Из равенств (82) и (83) следует, что )1( n -мерная матрица 

















T

n
T

n

T

ψψ

t

qq

ψqψ

11

 

является симметрической. Поэтому для системы (80) выполне-

ны условия интегрируемости, а ее решение ),,( αq tS  определя-

ется с точностью до несущественного слагаемого )(α  следу-

ющей формулой:  

 dtHtttS T
 
1

0

* )],,(),,([),,( αqαqψqαq .                     (84) 

Покажем, что полученное решение будет полным интегра-

лом. Дифференцируя тождество (81) по α , получим 

  
qαp

f

α

ψ

p

f

α

f






















TTTTT

S2

. 

Отсюда в силу неравенств (76), (78) следует  

0det
2














qαT

S
.  

Теорема доказана. 
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§6. Интегральные  инварианты гамильтоновых систем  

Рассмотрим )12( n -мерное расширенное фазовое простран-

ство гамильтоновой системы – фазовое пространство перемен-

ных pq, , дополненное осью времени t . В этом пространстве 

выберем произвольный замкнутый контур 
0

C  – одномерное 

множество точек, описывающееся параметрическими форму-

лами   

),1()0(),1()0(,)1()0(

],1,0[);(),(,)(

000000

000000

tt

tt





ppqq

ppqq 
               (1) 

где функции )(),(,)(
000
 tpq  непрерывно дифференцируе-

мы по параметру  . 

 

Для гамильтоновой системы с заданным гамильтонианом 

),,( tH pq  каждая точка контура 
0

C  задает начальные условия и 

определяет однозначно траекторию движения этой системы 

*t  

t  

q  

0
C  

C  

*C  

p  
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),,,(),,,,(
000000

tttt pqgppqfq  ,                                      (2) 

т.е. решение канонических уравнений Гамильтона  

.

,

qp

pq





H

H




                                                                            (3) 

Эти траектории называются прямыми путями системы, а мно-

жество траекторий, порождаемое контуром 
0

C  – трубкой пря-

мых путей системы. 

На трубке прямых путей, порождаемой контуром 
0

C ,  мож-

но произвольным образом выбрать другой замкнутый контур 

C . Точки этого контура будут образами точек контура 
0

C , т.е. 

каждая точка контура C  определяется решением (2), соответ-

ствующим некоторой точке 
000

,, tpq  контура 
0

C . Все контуры, 

охватывающие одну и ту же трубку прямых путей системы, 

называются согласованными.  

Условимся далее называть контур, все точки которого ха-

рактеризуются одним и тем же моментом времени t , изохрон-

ным и обозначать *C . 

Ниже будет исследоваться поведение контурных интегралов 

Пуанкаре и Пуанкаре-Картана на трубках прямых путей га-

мильтоновых систем.  

Интеграл Пуанкаре определяется выражением 

 





* 1* C

i

n

k
i

C

T qpI qp .                                                        (4) 

Здесь *C  – изохронный контур.  

Интеграл Пуанкаре-Картана  имеет вид 

)(
ΠK

tHI
C

T    qp ,                                                               (5)    

где C  – произвольный контур в расширенном фазовом про-

странстве, а H  – функция Гамильтона. 
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Символом   здесь и далее обозначается приращение функ-

ции при «движении» по контуру. Для контура 
0

C  (1) это при-

ращение можно представить в виде дифференциала функции по 

параметру  . 

Если контур начальных условий 
0

C  параметризован в соот-

ветствии с формулами (1), то в силу соотношений (2) решения 

системы, образующие трубку прямых путей, будут иметь вид 

),(~),,(
~

tt  gpfq  ;    ),0(~),1(~),,0(
~

),1(
~

tttt ggff  .   (6) 

Для того, чтобы на основе этих решений получить произволь-

ный контур C , согласованный с контуром 
0

C , необходимо для 

каждого значения   задать значение момента времени t .  Эту 

зависимость зададим функцией 

)()0,(,),1(),0(;),(
0
 tttttt  ,                         (7) 

непрерывно дифференцируемой по параметрам   и  . Рас-

сматривая всевозможные функции вида (7) и задаваясь различ-

ными значениями параметра  , можно получить произвольное 

смещение контура вдоль трубки прямых путей системы. 

Теорема 6.1. Для гамильтоновых систем интегралы Пуан-

каре (4) и Пуанкаре-Картана  (5) сохраняют свои значения при 

произвольном смещении контура вдоль любой трубки прямых 

путей системы. Такое свойство контурных интегралов называ-

ется инвариантностью. 

Заметим, что применительно к интегралу Пуанкаре, который 

определен только на изохронных контурах, под произвольным 

смещением контура подразумевается переход от изохронного 

контура *
0

C  к любому другому изохронному контуру *C , со-

гласованному с *
0

C . Кроме того, интеграл Пуанкаре является, 

очевидно, частным случаем интеграла Пуанкаре-Картана (на 

изохронных контурах интегралы (4) и (5) тождественно совпа-

дают). Поэтому для доказательства теоремы 6.1 достаточно 

установить инвариантность интеграла (5).   
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Доказательство теоремы. С помощью соотношений (2) ин-

теграл (5) по контуру C  выражается через интеграл по контуру 

0
C  в виде 

)),,,(),,,(()(
000

0

000ΠK
tHtttttHI

C

T

C

T    pqfpqgqp . (8) 

Здесь функция Гамильтона ),,( tH pq  также выражена через 

tt ,,,
000

pq  с помощью соотношений (2), символ   обозначает 

дифференциал функций по параметру  , а t  – произвольная 

функция вида (7).  

Вычислим производную от интеграла (8) по параметру   

при 0  (ее обозначим штрихом). Учитывая перестановоч-

ность операций дифференцирования по   и  , уравнения Га-

мильтона (3), а также формулы 

fgfgfg  TTT  )( ,  HttHtH   )( ,  0

0


C

 ,    (9) 

q
f

f t
t

t 


 ,   p
g

g t
t

t 



 ,  

t

H
tH


 ,                    (10) 

t
t

HHH
H

TT















 p

p
q

q
,   

получим  

.0)(

)(

)(

)(

0

0

0

0

0



































C
TT

T

C

T

T

C

T

T

C

T

Ht
t

HHH
t

Ht
t

H
t

HttH

tHtHI










p
p

q
q

gqfp

fgfg

fgfg


             (11)      
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Здесь учтено, что при 0  qf   , pg   . Полученное вы-

ражение для производной 
ΠK

I   оказалось тождественно равным 

нулю для любой функции  tt  и для любого контура 
0

C . 

Это означает, что интеграл Пуанкаре-Картана сохраняет свое 

значение при любом смещении контура вдоль трубки прямых 

путей гамильтоновой системы. Теорема доказана. 

В интегралах Пуанкаре и Пуанкаре-Картана интегрирование 

ведется по одномерному множеству (контуру) в фазовом или 

расширенном фазовом пространстве. Поэтому они называются 

относительными интегральными инвариантами первого поряд-

ка. При этом интеграл Пуанкаре называется универсальным ин-

вариантом вследствие того, что его выражение не зависит от 

H . 

Для интегралов Пуанкаре и Пуанкаре-Картана имеют место 

и обратные теоремы.  

Теорема 6.2. Если для системы дифференциальных уравне-

ний 

),,(

,),,(

t

t

pqPp

pqQq








                                                                         (12)        

инвариантен интеграл вида Пуанкаре-Картана  

)( tFI
C

T    qp ,                                                                  

то эта система гамильтонова, а ее гамильтониан определя-

ется выражением ),,( tFH pq . 

Доказательство. Как и при доказательстве «прямой» теоре-

мы рассмотрим произвольный контур 
0

C , параметризованный 

формулами (1), и согласованный с ним контур C , параметри-

зованный формулами (7). Тогда интеграл (12) по контуру C  

выразится через интеграл по контуру 
0

C  соотношением вида 

(8), где вместо H  будет стоять функция F , а для производной 

I   получим аналогичное (11) выражение 
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

















0

0

0

).(

)(

C

TT

T

C

T

Ft
t

F
t

Ft
t

F
tI






pQqP

gqfp 

                          (13) 

По условию теоремы эта производная равна нулю для любой 

функции  tt  и для любого контура 
0

C , что возможно 

только в случае, если  

0



 Ft

t

FTT  pQqP . 

Поскольку это соотношение должно выполняться в любой точ-

ке любого контура 
0

C , а значит в любой точке расширенного 

фазового пространства, то из него в силу уравнений (12) и 

формулы для полного дифференциала  

t
t

FFF
F

TT
















 p

p
q

q
 

вытекают равенства  

q
Pp

p
Qq











FF  , .  

Из них следует гамильтоновость системы (12) и формула 

FH  . Теорема доказана.  

Теорема 6.3. Если для системы дифференциальных уравне-

ний (12) инвариантен интеграл Пуанкаре, то эта система га-

мильтонова. 

Доказательство. Так как интеграл Пуанкаре определен 

только на изохронных контурах, то условие теоремы сводится к 

равенству 

 


*
0

*
0

*
0

0Π
)()()(0

C

TT

C

TT

C

TT
tt

I pQqPgffgfgfg   , 
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которое выполняется для любого изохронного контура *
0

C . От-

сюда следует, что выражение pQqP  TT   должно быть изо-

хронным дифференциалом некоторой функции ),,( tH pq , т.е. 

p
p

q
q

pQqP 
TT

TT HH









 . 

Из этого соотношения вытекают равенства 

q
P

p
Q











HH
, ,  

свидетельствующие о том, что система (12) является гамильто-

новой. Теорема доказана. 

Из прямой и обратной теоремы для интеграла Пуанкаре сле-

дует, что инвариантность этого интеграла является критери-

ем гамильтоновости системы. В связи с этим возникает во-

прос: существуют ли другие контурные интегралы, обладаю-

щие таким же свойством (речь идет об интегралах, определен-

ных на изохронных контурах *C )? Нижеследующая теорема 

утверждает, что с точностью до мультипликативной постоян-

ной интеграл Пуанкаре является единственным интегралом та-

кого рода. 

Ниже будем использовать такую форму записи канониче-

ских уравнений Гамильтона: 

  
x

Jx





H ;    









p

q
x ,   














0

0

n

n

E

E
J .                              (14) 

Здесь x  – вектор-столбец фазовых переменных, ),( tH x  – га-

мильтониан, 
n

E  – единичная матрица размера nn , J  – сим-

плектическая единица порядка n2 , обладающая свойствами  

JJJ  T1 ,    
n

T
2

EJJ  ,   1det J .                               (15) 



 110 

Произвольный контурный интеграл в n2 -мерном простран-

стве фазовых переменных записывается в виде 

xxfxfx   
**

),(),(

C

T

C

T ttI ,                                                 (16) 

где *C  – изохронный контур, ),( txf  – произвольная n2 -мерная 

функции фазовых переменных x  и времени t . 

В свою очередь, с учетом равенства 

)(2 qpqppqqpJxx TTTTT   ,                             (17)                        

интеграл Пуанкаре определяется выражением  

 


** 2

1

C

T

C

TI Jxxqp  .                                                      (18) 

Теорема Ли Хуа-чжуна.  Интеграл (16) является универ-

сальным интегральным инвариантом гамильтоновых систем в 

том и только в том случае, когда он отличается от интегра-

ла Пуанкаре на мультипликативную постоянную 0c , т.е.  

*

** 2
),( C

c
IctI

C

T

C

T   
Jxxxfx  .                             (19) 

Доказательство. Достаточность условия теоремы очевидна: 

если интеграл (16) выражается через интеграл Пуанкаре соот-

ношением (19), то его инвариантность следует из инвариантно-

сти интеграла Пуанкаре.  

Докажем необходимость. Пусть интеграл (16) является уни-

версальным инвариантом, т.е. сохраняет свои значения вдоль 

любой трубки прямых путей любой гамильтоновой системы. 

Тогда, выразив с помощью соотношений ),,(
00

ttxψx  , фор-

мально описывающих закон движения системы (14), интеграл 

по контуру *C  через интеграл по согласованному с ним конту-

ру *
0

C , получим 
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.)())((

)(0

*
0

*
0

*
0









C

TT

C

TTT

C

TT

dt

Id

ψffψfψfψfψ

fψfψ









. 

Отсюда при учете формул 

x
x

f
f 

T


 ,  

tT 









f
x

x

f
f  ,  xψ   ,  xψ  

 0tt
   

и уравнений Гамильтона (14) следует 

0)(
*
0

0


























 

C

T

T

T
tt t

H
I

f

x
J

x

f

x

f
x .                          (20)  

Полученный интеграл равен нулю по любому замкнутому изо-

хронному контуру. Поэтому выражение под знаком интеграла 

есть полный изохронный дифференциал некоторой функции 

),( tΦ x , т.е. 

x

f

x
J

x

f

x

f






















 Φ

t

HT

T
)( .                                               (21) 

По условиям теоремы функция ),( tΦ x , удовлетворяющая 

уравнению (21), должна существовать при любых функциях 

),( tH x . Необходимые и достаточные условия существования 

такой функции определены теоремой 5.1, доказанной в §5, и 

выражаются следующим тождеством: 

J
x

f

x

f
c

T

T










,                                                                    (22) 

где c  – постоянная. Это равенство, записанное в эквивалент-

ном виде 

xJxfxJxf  TT cc )2()2( ,  
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означает, что дифференциальная форма )2( Jxfx cT   пред-

ставляет собой изохронный дифференциал F  некоторой 

функции ),( tF x . На основании этого получаем равенство 

 
**** 2

)2(0

C

T

C

T

C

T

C

c
cF JxxfxJxfx  , 

которое в точности совпадает с равенством (19). Неравенство 

0c  обусловлено тем, что в противном случае интеграл (16) 

есть тождественный нуль, а такие «инварианты» не представ-

ляют интереса. Теорема доказана. 

Теорема Лиувилля о сохранении фазового объема  

Фазовым объемом называется интеграл n2 -го порядка, 

представляющий собой объем n2 -мерной области G  в фазо-

вом пространстве, определяемый выражением 

 
n

G
nn

G

xxxppqqI
22111

...........   .                     

Если в момент времени 
0

t  выбрать в фазовом пространстве 

некоторую область 
0

G , то для системы с заданным гамильто-

нианом ),( tH x  каждая точка 
0

x  этой области будет порождать 

траекторию прямого пути ),(
0

txψx  , а все точки области –

)12( n -мерный пучок прямых путей. В сечении этого пучка 

гиперплоскостью 
0

const tt   получается область 
t

G , согласо-

ванная с областью 
0

G .  

Теорема Лиувилля утверждает, что на решениях гамильто-

новых систем фазовый объем сохраняется, т.е. объемы любых 

двух согласованных областей равны: 

 
n

G
n

tG

xxxxxx
221

0

221
........   .                                  
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Для доказательства теоремы выразим объем по области 
t

G  

через объем по согласованной с ним области 
0

G  известной 

формулой 

 
n

G
n

tG

xxxxxx
221

0

221
........  M ;  )det(MM  .    

Здесь T
0

xxM   – матрица Якоби преобразования 

),(
0

txψx   начальных значений 
0

x  фазовых переменных в те-

кущие значения x . Ранее было установлено (теорема 5.4), что 

это преобразование каноническое и унивалентное. Поэтому из 

формулы (24) § 5 имеем 1)(det 2 M . Поскольку в момент 
0
tt   

преобразование тождественное, т.е. 1)(det
0
tM , то из непре-

рывности решения ),(
0

txψx   следует 1)(det tM . Теорема 

доказана. 

Заметим, что фазовый объем может сохраняться и для не 

гамильтоновых систем. Общая формулировка теоремы Ли-

увилля звучит так: 

Если правые части системы дифференциальных уравнений 

),( txfx   m -го порядка удовлетворяют условию  

0),(div
1









m

k k

k

x

f
txf ,                                                            

то на решениях системы фазовый объем сохраняется. Доказа-

тельство можно найти в учебнике [4]. 
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